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内 容 提 要 


本 书 是 由 1989 年 版 的 《误差 理论 与 数据 处 理 ) 收 订 而 成 。 原 版 是 根据 原 “ 高 等 工业 学 校 互 换 性 | 
与 技术 测量 教材 编审 小 组 ”拟订 的 大 纲 编写 的 ,经 "高 等 工业 学 校 互 换 性 与 测量 技术 基础 课程 教学 
指导 小 组 "同意 ,作为 高 等 工业 学 校 机 械 类 各 专业 或 仪器 仪表 专业 放 用 教材 。 
本 书 共 分 10 章 , 内 容 包括 :计量 学 概述 和 误差 的 基本 概念 :等 精度 测量 的 随机 误差 ;系统 误差 ; 
粗大 误差: 非 等 精度 测量 ; 误差 的 合成 与 分 配 ; 测 蝇 结 果 的 质量 评定 ;最 小 二 乘法 和 组 全 测量 ;实验 
结果 的 处 理 和 经 验 公 式 ; 随 机 过 程 及 其 数据 处 理 基 础 等 。 
本 教材 亦 可 供 机 械 制 造 和 仅 妖 仪表 制造 的 工程 技术 人 员 及 计量 ,检验 人 员 和 参考 。 
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前 言 


科学 技术 的 发 展 与 实验 测量 密切 相关 。 在 进行 实验 测量 时 ,产生 误差 是 不 可 
避免 的 。 因 此 ,必须 借支 于 误差 理论 ,研究 、 估 计 和 判断 测量 的 数据 和 结果 是 否 精 
确 可 靠 ,并 采取 正确 的 数据 处 理 方 法 ,以 提高 测量 结果 的 精确 程度 。 误 差 理 论 是 
我 们 认识 客观 规律 的 有 力 工具 ,是 工程 学 科学 生 应 该 掌握 的 基础 知识 。 

本 教材 是 根据 原 " 高 等 工业 学 校 互 换 性 与 技术 测量 教材 编审 小 组 ”拟定 的 大 
网 ,主要 为 适应 机 械 类 专业 30 ~ 40 学 时 的 教学 需要 ,并 考虑 到 工厂 企业 有 交 技 术 
人 员 的 需求 而 编写 的 。 经 “高 等 工业 学 校 互 换 性 与 测量 技术 基础 课程 教学 指导 小 
组 ”网 意 ,作为 高 等 工业 学 校 试 用 教材 于 1989 年 正式 出 版 。 

本 书 出 版 以 来 ,先后 共 印 刷 10 次 。 这 次 修订 ,内 容 有 所 增删 。 原 第 二 章 删 除 
了 实际 应 用 很 少 的 8$ 2 一 4 简单 运算 误差 ”, 余 下 内 容 并 入 第 一 章 ; 由 于 计算 机 应 
用 的 普及 ,第 万 章 垦 去 了 原 8$ 9 一 6 几 种 数据 处 理 的 计算 机 程序 与 实例 ; 原 第 十 一 
章 * 梳 率 与 系 阵 的 基础 知识 ", 是 为 当时 社会 上 未 学 习 过 梳 率 论 和 线性 代数 的 读者 
阅读 本 书 一 至 九 章 而 准备 的 ,这 次 修订 决定 全 部 英 去 。 

考虑 到 测量 不 确定 度 的 重要 性 及 其 概念 与 应 用 的 日 趋 成 熟 , 这 次 特 增 编 了 这 
方面 的 内 容 。 

近年 来 ,动态 测量 误差 及 其 数据 处 理 的 研究 与 应 用 发 展 很 快 ,内 容 也 较 多 。 
经 再 三 考虑 ,我们 决定 督 不 增 编 这 方面 的 内 容 。 原 因 之 一 是 这 本 教材 主要 是 供 30 
~40 学 时 教学 使 用 , 现 有 内 容 已 难于 全 部 讲授 , 故 不 宜 增 大 篇 幅 , 增 添 新 的 内 容 ; 
再 则 学 习 这 些 内 容 要 求学 生 具 备 更 多 的 预备 知识 (如 信号 分 析 与 处 理 及 相关 的 数 
学 知识 等 ) ,否则 教学 上 将 有 很 大 难度 。 有 的 院 校 是 将 这 方面 新 的 内 容 另 外 开设 
选修 课 或 讲座 ,这 不 失 为 一 较 好 办 法 。 

本 书 的 其 他 章节 ,也 作 了 全 面 审 改 , 包 括 名 词 术语 的 规范 统一 和 局 部 内 容 及 
文字 的 修改 。 

本 书 一 至 七 章 是 最 基本 的 内 容 , 宜 用 较 多 学 时 讲 透 。 第 八 九 两 章 是 本 书 前 
七 章 的 综合 扩展 与 总 结 ,也 是 数据 处 理 的 基础 ,但 内容 较 多 ,不 必 全 部 在 课堂 上 
讲授 。 建 议 对 第 八 章 只 讲 线性 最 小 二 乘法 ,至 于 非 线性 函数 和 组 合 测量 的 最 小 二 
乘法 以 及 正 态 分 布 公式 的 证 明 等 ,可 简略 或 不 讲 。 对 于 第 九 章 ,建议 只 讲 一 元 线 
性 最 小 二 乘法 求 经 验 公式 和 周期 性 经 验 公式 。 在 课堂 上 不 讲 的 内 容 闪 非 不 重要 ， 
作为 科技 工作 者 ,应 掌握 这 些 基础 知识 。 这 些 内 容 可 留 给 学 生 自 学 。 学 生 党 所 最 


基本 的 原理 后 ,一 旦 疯 到 这 些 问题 再 自学 ,不 会 感到 困难 。 
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第 十 章 可 根据 不 同 专业 的 要 求 选 讲 。 

本 书 初版 由 清华 大 学 洪 加 文教 授 、 天 津 大 学 陈 林 才 教授 和 河北 工业 大 学 何 贡 
教授 合作 编写 。 由 于 梁 习 文教 授 年 事 已 高 ,修订 版 工作 主要 由 何 页 教授 和 陈 林 才 
教授 共同 完成。 

初版 主 审 天 津 大 学 莹 其 起 教授 曾 对 本 书 逐 章 仔细 审阅 ,并 提出 许多 宝贵 的 人 
改 意见 ,对 提高 教材 质量 起 了 重要 作用 。 散 老 前 些 年 在 90 周岁 时 不 垃 病 盗 。 我 
们 讶 对 他 表示 深切 谢意 和 怀念 。 : 

在 编写 本 教材 过 程 中 , 曾 得 到 课程 教学 指导 小 组 成 员 的 帮助 ;得 到 中 国 计 量 
出 版 社 的 支持 ;天 津 大 学 罗 南 星 赤 授 及 当时 的 博士 研究 生 刁 红 诬 同 志 曾 协助 将 
篇; 北京 理工 大 学 林 洪 梯 教 授 对 第 十 章 提出 许多 很 好 的 意见 。 对 这 些 帮助 ,我 们 
在 此 表示 襄 心 的 感谢 。 | l z 

限于 我 们 的 水 平 , 书 中 缺点 错误 在 所 难免 , 菇 切 希望 读者 批评 指正 。 


编著 者 
2001 年 4 月 
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第 一 章 ， 计 量 学 概述 和 误差 的 基本 概念 
$1 一 1 计量 学 的 内 容 与 作用 


一 、 计量 学 的 内 容 


为 实现 测量 单位 的 统一 和 被 测量 值 准确 可 靠 的 一 切 活 动 ,统称 计量 。 计 重 学 是 一 门 研究 
测量 ,保证 测量 统一 和 准确 的 科学 。 计 重 学 有 时 可 简称 计量 , 它 洱 盖 有 关 测 量 的 理论 与 实 器 的 
各 个 方面 。 研 究 内 容 包 括 计 最 单位 及 其 基准 与 标准 的 建立 .保存 和 使 用 ;测量 方法 和 讨 量 器 
具 ; 测 量 的 准确 度 ( 精 确 度 ); 观 测 者 进行 测量 的 能 力 ; 计 其 法 制 和 管理 等 。 主 要 工作 内 容 是 : 

(1) 建立 计量 单位 及 其 基准 ,标准 ,基准 和 标准 的 复制 ,保存 和 传递 ( 指 基 尺 ,基准 碳 码 基 
准 频率 、 时 间 、 波 长 等 )。 

(2) 采取 措施 保证 国家 内 部 和 国际 间 计 量 量 值 的 统一 性 。 

(3) 拟定 测 基 方法 ,设计 计量 器 具 , 以 便 实 施 测量 。 

(4) 分 析 和 估计 测量 结果 的 不 确定 度 ,并 设法 减 小 误差 ,提高 其 准确 度 。 

上 述 第 (4) 项 内 容 是 本 书 所 要 讨论 的 中 心 内 容 。 

二 、 计 量 学 的 作用 

对 自然 科学 而 言 ,特别 在 技术 科学 和 工程 中 ,信息 收集 的 主要 舍 义 就 是 测量 (取得 观测 和 
实验 的 数据 )。 测 量 过 程 本 身 就 是 一 种 实验 。 各 种 物理 量 都 需 经 过 测试 和 计量 才能 得 出 峙 果 。 
许多 物理 定理 的 发 现 ,物理 常数 的 确定 ,都 是 通过 精密 计量 测试 得 出 的 。 如 :半导体 的 发 现 , 自 
由 蓝 体 定理 的 确定 等 均 是 如 此 。 

通过 计量 可 以 进一步 完 关 理 论 。 如 吴 有 训 和 康 普 他 研究 了 X 射线 频率 和 做 角 的 关系 ， 
通过 对 散射 光 角 度 改 变 及 波长 改变 的 测量 ,证 实 了 以 前 理论 分 析 的 正确 性 ,商定 了 量子 理论 基 
础 一 光量 于 能量 守 恒 和 冲 量 守 忆 定律。 这 类 例子 充分 说 明 ;计量 测试 在 科学 上 和 认 课 客观 
世界 中 的 重要 意义 和 作用 。 

对 于 技术 科学 ,计量 尤为 重要 , 它 是 发 展 技 信 和 工业 的 必要 条 件 ， 计量 与 测试 永远 是 促进 

其 进步 的 重要 因素 。 测 量 的 精度 和 效率 ,决定 着 科学 技术 和 工业 的 水 平 。 
“现代 机 械 工业 的 发 展 是 建立 在 标准 化 与 互 换 性 的 基础 之 上 的 。 互 换 性 的 先决 条 件 是 零 、 
部 件 必须 具有 一 定 的 精度 ,而 精度 取决 于 制造 水 平 ,并 由 计量 水 平 来 确定 。 精 度 要 求 \ 制 造 水 
平和 计划 水 平 ,三 者 是 相互 促进 又 相互 制约 的 ,其 中 计量 是 精密 加 工 的 基础 ,没有 计量 就 不 可 
能 保证 产品 的 精度 。 

任何 计量 测 试 ,都 不 可 避免 有 误差 。 因 此 ,必须 研究 .估计 和 判断 计量 结果 是 否 可 靠 ,给 出 
正确 的 评定 。 对 于 计量 结果 的 分 析 、 研 究 、 判 断 , 必 须 采 用 经 过 长 期 实 跨 积累 所 形成 的 课 差 理 


论 , 它 是 我 们 认识 客观 世界 的 有 力 工具 。 在 科学 领域 内 , 某 些 重大 的 发 更, 是 运用 误差 理论 直 
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接 对 测量 结果 分 析 研 究 而 发 现 的 。 例 如 :在 对 海王 星 的 运动 轨迹 的 观测 中 ,由 观测 数据 发 现 它 
有 小 的 、 不 规则 的 运动 ,因此 引起 人 们 的 注意 。 最 后 ,时 致 冥王 星 的 发 现 。 浆 如 :由 空气 中 获取 
的 氮气 , 测 得 其 密度 写 用 其 他 化 学 方法 产生 氮 尺 所 测 得 的 密度 有 明显 差异 ， 从 而 导致 了 惰性 气 
体 得 气 的 发 现 。 ， 

在 中 国 古 代 的 隋唐 、 元 、 明 朝 时 期 ， 曾 有 过 许多 科学 家 和 学 者 对 误差 理论 和 数据 处 理 进行 
了 研究 ,并 做 出 了 电大 贡献 。 例 如 ;目前 在 数据 处 理 中 常 采用 的 平滑 曲线 等 间距 内 插 法 ,是 随 
朝 的 刘 煌 (544 一 610 年 ) 完 成 的 ;不 等 间距 插值 法 ,是 唐 朝 的 张 遂 ( 借 人 ,法 号 “一行 ",683 一 727 
年 ) 所 创立 的 。 他 们 建立 这 种 算法 的 时 间 , 要 比 牛 顿 早 1 000 年 左右 。 

解放 前 ,在 历 找 反动 政府 的 统治 下 ,我 国学 者 在 这 方面 的 贡献 较 少 ,即便 有 ,也 是 在 极端 于 
难 的 条 件 下 ,或 在 国外 利用 外 国 的 实验 室 研究 出 来 的 。 如 ; 原 清 华 大 学 ,北京 大 学 的 许 宝 禄 教 
授 关 于 概率 论 中 的 区 间 估 计 理 论 的 完善 (1941 年 ); 黄 子 竹 教授 测定 出 在 三 相 点 的 水 燕 “ 压 放 
标准 ;由 主 大 荃 教授 设计 的 被 称 为 卜 尔 夫 利 西 折射 率 测 量 仪 等 。 

解放 后 , 随 着 国民 经 济 的 发 展 ,计量 工作 有 了 很 大 的 进步 。 近 年 来 ， 由 于 我 国 科学 技术 和 
工农 业 生产 的 飞速 发 展 , 计 量 科学 和 误差 理论 与 数据 处 理 的 研究 也 获得 喜人 的 成 果 。 我 们 深 
信 : 随 善 改革 开放 的 深 人 发 展 ,我 国 的 计量 科学 事业 , 必 将 取得 更 大 的 成 绩 。 


$ 1 一 2 关于 测量 的 一 些 概 念 


一 、 测 旺 : 
可 以 用 数值 来 评价 (表示 ) 其 物质 特性 (状态 、 运 动 等 ) 的 量 , 称 之 为 物理 量 。 如 长 度 、 温 度 、 
硬度 ,密度 等 。 
. 调 量 是 以 确定 被 测 对 象 的 量 值 为 目的 的 一 组 操作 , 即 用 实验 方法 ,将 物理 量 与 作为 单位 量 
的 某 量 值 相 比较 ,并 求 出 其 比值 的 过 程 。 它 可 用 下 式 表 示 : . ! 
L= qu (1-—1) 
式 中 : 工 一 一 被 测量 值 ; 
一 一 测量 单位 ; 
g 一 一 单位 的 数目 ( 值 ), 或 称 比 值 。 
例如 ; 量 出 某 工件 长 工 = 100 mm 其 中 长 为 工 ; mm 为 其 测量 单位 x ;100 为 浊 人 的 数 
gq( 即 长 度 工 与 长 度 单位 的 比值 )。 


二 、 测 量 结果 


由 测量 所 得 的 冉 予 被 测量 的 值 叫做 测量 结果 。 显 然 ,测量 结果 是 由 比值 和 测量 单位 两 部 
分 所 组 成 。 故 测量 结果 多 具有 单位 ,如 工 (长 度 ) = 100 rznm, 但 也 有 某 些 物理 量 不 含 单位 ,如 相 
对 密度 。 沈 整 确切 地 讲 ,测量 结果 还 应 包括 测量 不 确定 度 ,这 在 后 边 将 要 讲 到 。 

三 、 测量 方法 

直 济 量 结 果 获 得 的 方法 ,或 测量 条 件 及 测量 结果 的 不 同 , 测 量 方 法 可 分 为 :直接 测量 与 问 

接 测量 ;直接 比较 测量 与 微 差 比较 测量 ;等 精度 测量 与 非 等 精度 测量 ;接触 测量 与 非 接触 测量 ; 
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主动 测量 与 被 动 测量 ;静态 测量 与 动态 测量 等 。 而 按 实验 数据 的 处 理 方式 ,测量 方法 主要 是 分 
为 直接 测量 .间接 测量 与 组 合 测量 三 类 , 现 分 述 如 下 。 

1. 直接 测量 

无 需 对 待 测 的 量 与 其 它 实测 的 量 进 行 某 种 函数 关系 的 计算 ， 而 直接 得 到 被 测量 值 的 测量 ， 
称 为 直接 测量 。 如 用 游标 卡尺 测量 轴 径 ， ;用 立 式 光学 计 测量 四 柱 罕 规 直 征 对 于 作为 标准 民 
的 量 拨 中 心 长 度 的 偏差 值 ,都 属 直接 测量 。 

2. 间接 测量 1 

与 直接 测量 不 同 , 待 测量 y 需 先 通过 测量 与 其 有 某 种 函数 关系 的 其 他 测量 值 zt 或 证 个 测 
量 值 zl ,zz ,…，,za) ,然后 通过 其 函数 关系 : 

y= flz) 

或 y= 所 

计算 得 出 待 测量 ,这 种 测量 称 为 间接 测量 。 

如 用 落 长 号 高 法 测量 圆 缮 或 轴 的 直径 吕 ( 图 1 一 1), 先 济 
量 一 定 的 纺 长 s 和 相应 的 号 高 ， 青 按 下 式 计 算出 直径 品 ，; 


= 让 4 《1 一 2) 


3. 组 合 测量 
如 有 若干 个 待 求 量 y1 ,ys，…,Y ,把 这 些 待 求 量 用 不 同方 
式 组 合 起 来 进行 测量 ,并 把 测 得 值 x1, zz,，…，,zn 与 待 求 量 之 
闻 的 落 数 关系 列 成 方程 组 , 即 
fity1y2 sy) x1= 0 
faly1s YY) x = 0 


f(y sy x = 0 (1—3) 
方程 式 的 数量 ”要 大 于 待 求 量 的 个 数 ! ,然后 用 最 小 二 薪 法 求 出 各 待 求 量 的 数值 , 即 为 组 
合 测量 ( 详 抑 第 作 章 )。 


$ 1 一 3 单位 制 与 基准 (标准 ) 


、 单 位 制 


一 般 由 一 _ 个 数 科 以 油 量 单位 所 表示 的 特定 重 的 天 小 称 为 量 值 (如 5 m,12 kg,20 多) 
在 科学 的 所 有 领域 或 某 一 领域 中 ,一 组 彼此 间 存 在 确定 关系 的 基本 量 和 相应 导出 量 的 组 合 , 称 
为 量 制 。 如 计量 测试 中 的 几何 量 、 力 学 量 、 电 学 量 … 等 等 ,都 有 自己 的 量 制 。 

为 给 定量 制 按 给 定 规则 确定 的 一 组 基本 单位 和 导出 单位 , 称 为 单位 制 。 我 国 采 用 的 国际 
单位 制 (SD 是 由 国际 计量 大 会 采用 和 推荐 的 在 全 世界 广泛 应 用 的 单位 制 。 国 际 单位 制 章 位 由 
米 (长 度 ) .千克 (质量 )\ 秒 (时 间 )、 安 [ 培 ]( 电 流 )、 开 [ 尔 文 ]( 热 力学 温度 )\ 摩 [ 尔 ]( 物 质 的 量 )、 
坎 [ 德 拉 }( 发 光 强度 ) 等 7 个 基本 单位 和 弧度 (平面 角 )、 球 面 度 ( 立 体 角 ) 两 个 辅助 单位 取 及 它 


们 的 导出 单位 组 成 。 
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二 、 计 量 基 准 ( 标 准 ) 


为 了 定义 实现、 保存 或 复 现 量 的 单位 或 一 个 或 多 个 量 值 ,用 作 参 考 的 实物 量具 测量 仪 
器 .参考 物质 或 测量 系统 , 称 为 计量 基 淮 (标准 ), 它 包括 实物 基准 (如 “于 克 ” 原 器 ) 和 自然 基准 
(如 “ 米 " 定 义 是 光 在 真空 中 于 1299 792 458 s 时 间 间 陋 内 所 行进 的 距离 )。 

国际 计量 基准 是 经 国际 协议 承认 的 调 量 基准 ， 在 国际 上 作为 对 有 关 量 的 其 他 测量 基 ( 株 ) 
谁 定 值 的 依据 。 

国家 计量 基准 是 经 国家 决定 承认 的 测量 基准 ,在 一 个 国家 内 作为 对 有 关 草 的 其 他 测量 基 
( 标 ) 准 定 值 的 依据 。 

用 于 日 常 校准 或 核查 实物 量具 测量 仪器 或 参考 物质 的 测量 标准 , 称 为 工作 标准 。 工作 标 
淮 还 可 根据 需要 , 按 不 同 的 准确 度 分 等 分 级 。 其 准确 度 低 于 计时 基准 。 

计量 基准 (标准 ) 对 保证 全 国 和 国际 上 的 量 值 统一 起 着 极为 重要 的 作用 。 

术语 计量 基准 与 标准 ,使 用 中 有 时 也 无 严格 区 分 ,在 我 国 颁布 的 计量 技术 规范 JJF1001 一 
1998《 通 用 计量 术语 及 定义 ) 中 ,已 将 计量 基准 标准 和 测量 标准 作为 同义词 对 待 。 一 般 情 况 下 
优先 称 标准 。 


$ 1 一 4 误差 的 概念 


零件 的 加 工程 测量 ,以 及 所 用 的 加 工 机 床 、 测 和 量 仪器 本 身 ,都 不 可 渤 免 地 存在 误差 ,没有 广 
差 的 加 工 各 测量 是 不 存在 的 。 有 些 参数 的 计算 及 测量 数据 的 处 理 , 同样 含有 误 盖 。 误 差 和 十 
量 测 试 有 密切 关系 ,任何 计量 测试 都 有 误差 存在 ,而 各 种 量 值 的 大 小 ,又 都 要 通过 计量 测试 才 
能 给 出 。 因 此 ,下 面 着 重 讨论 测量 误差 。 


误差 是 评定 精度 的 尺度 ,误差 愈 小 表示 精度 愈 高 。 在 测量 中 ,由 误差 表示 测 得 值 与 真 值 之 
差 。 
者 令 测量 误差 为 9 ,测量 值 为 = ,真人 为 zo0, 则 有 
人 =x- TO (1—-4) 
或 | 二 工 一 合 


真 值 xo 是 客观 存在 的 ,但 在 实际 应 用 时 ,一 般 是 不 知道 和 无 法 确定 的 。 在 统计 学 上 , 当 测 量 
的 次 数 ”非常 大 时 ( 趋 于 无 穷 大 ) , 测 得 值 的 算术 平均 值 (数学 期 望 ) 才 接近 于 真 值 。 故 常 以 测 
量 次 数 足够 大 时 的 测 得 值 的 算术 平均 和 什 , 近 似 代 替 真 值 ( 详 见 第 二 章 ); 实用 中 还 常用 量 值 精度 
足够 高 的 实物 近似 代替 真 值 ， 这 些 都 称 之 为 约定 真 值 。 


二 、 误差 的 类 型 


按 误 差 的 性 质 和 特点 ,误差 可 分 为 随机 误差 .系统 误差 和 粗大 误差 三 类 。 : 

1. 随机 误差 1 

~ 在 同一 济 量 条 件 下 ,多 次 重复 测量 同一 量 值 时 ， 测量 误差 的 统 对 值 和 正 负 符 号 以 不 可 强 知 
的 方式 变化 ,这 种 误差 叫做 随机 误差 。 例 如 千 分 表 测 杆 与 套 管 导轨 在 测量 时 因 有 间 路 和 麻 氛 
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引起 的 示 值 不 稳定 的 误差 。 

在 我 国 新 制订 的 国家 计量 技术 规范 JJF1001 一 1998《 通 用 计量 术语 及 定义 ?中 , 姑 照 并 采 
用 了 1993 年 儿 个 国际 权威 组 织 提 出 的 新 的 随机 误差 定量 定义 ;随机 误差 (8m) 是 测量 结果 
xi 与 在 重复 条 件 下 ,对 同一 被 测量 进行 无 限 多 次 测量 所 得 结果 的 平均 值 z 之 其 。 即 . 

全 随机 二 并; 一 到 {1—5) 


七 Ta 十 二 
二 = op) (1 一 6) 


由 于 重复 测量 实际 上 只 能 进行 有 限 次 ,所 以 实用 中 的 随机 误差 失 是 一 近似 的 估计 值 。 

当 测 量 次 数 足够 多 时 ,就 整体 而 言 ,随机 误差 服从 一 定 的 统计 分 布 规 律 ( 详 见 第 二 章 )。 

2. 系统 误差 

在 同一 测量 条 件 下 ,多 次 重复 测量 同一 量 值 时 ,测量 误差 的 绝对 值 和 正 负 符 号 都 保持 不 
变 ,成 在 测量 条 件 改变 时 按 一 定 规律 变化 的 误差 ,叫做 系统 误差 。 前 者 为 定 值 系统 误差 ,后 者 
为 变 值 系统 误差 。 

如 用 零 位 没有 对 准 的 游标 卡尺 或 千分尺 测量 尺寸 ,将 有 零 位 系统 误差 。 

在 我 国 新 制订 的 国家 计量 技术 规范 (JJF1001- 一 1998( 通 用 计量 术语 及 定义 } 中 ,系统 误差 
8 系 纺 的 定量 定义 是 :在 重复 性 条 件 下 ,对 向 一 被 测量 进行 无 限 多 次 测量 所 得 结果 工 1 ,2，… ,zx 
(n>o0) 的 平均 值 5 与 被 测量 的 真 值 xo 之 差 。 即 

和 入 一 元 一 20 {1—7) 


式 中 三 接 式 ( 1 6 计算 。， 
由 于 定义 中 的 测量 是 在 重复 性 条 件 下 进行 的 ,测量 条 件 不 改变 , 故 3 是 定 值 系统 误差。 
由 于 重复 测量 实际 上 只 能 进行 有 限 次 ,另外 ,测量 的 真 值 也 只 能 用 约定 真 值 代替 ,所 以 实 
际 中 的 系统 误差 也 只 是 一 近似 的 居 计 值 。 . 
3. 粗大 误 美 
这 类 误差 的 发 生 ,是 由 于 测量 者 的 昔 忽 大 意 ,或 因 环境 条 件 的 突然 变化 而 引起 的 ， 误差 什 


一 般 比 较 显 著 。 对 确认 含有 粗大 误差 的 测量 数据 ,应 予以 剔除 ( 详 见 第 四 章 )。 
三 、 误 差 的 表示 方法 
误差 可 用 绝对 误差 和 相对 误差 两 种 基本 方式 来 表示 。 
1, 纵 对 误 姜 -  . 
站 对 误差 就 是 前 面 讲 的 某 量 信 的 测 得 信 与 真 值 (或 约定 真 值 ) 之 差 ， 一 般 所 说 的 误 关 , 就 是 


第 对 误差 。 

由 于 实际 测 得 值 可 能 大 于 或 小 于 被 测量 值 的 真 值 , 帮 绝 对 误差 可 以 为 正 值 或 负 信 。 它 与 
误差 的 绝对 值 不 同 ,后 者 是 不 考虑 正 负 号 的 绝对 值 。 

2. 相对 误差 

相对 误差 s 是 绝对 误差 6 与 被 测量 的 真 值 ze 的 比值 ， 一 般 用 百分比 (% ) 表 示 。 由 于 测 得 
值 x 与 真 值 很 接近 , 故 也 可 近似 地 用 绝对 误差 与 测 得 值 之 比 作为 相对 误差 。 即 


相对 误差 = = 也 ~ 
在 测量 工作 中 ,主要 是 用 绝对 误差 来 表示 测量 误差 。 相 对 误差 常用 来 表示 具有 多 挡 示 值 
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范围 的 仪表 的 测量 精度 ,还 可 用 来 比较 不 局 量 值 的 测量 精度 。 
实际 测量 中 有 这 样 一 种 规律 , 即 被 测量 值 越 大 ( 特 小 的 难于 测量 的 量 值 除外 ) ,其 测量 误差 也 
越 大 (对 用 同一 计量 器 具 和 相同 的 测量 方法 及 条 件 而 言 )。 所 以 用 绝对 误差 来 比较 两 个 相差 较 炎 
的 和 (或 ) 用 不 同 测量 方法 测 得 的 量 值 的 测量 精度 ,就 显得 不 合理 ,这 时 宜 用 相对 误差 来 比较 。 
如 用 基 种 方法 测 得 一 尺寸 的 结果 工 | = 100 mm, 误 差 51 为 上 0.01 mm, 而 用 另 一 种 方法 测 
得 另 一 尺寸 二 =20 mm, 误 差 5 为 二 0.005 mm( 这 里 误差 值 的 正 负 号 表示 误差 的 范围 , 详 见 
第 二 章 )。 
用 相对 误差 来 比较 两 者 的 测量 精度 ， 


. er = 二 人 =+0.01 % 


g2 = 二 3 =+0.025 % 


el<<e2, 故 知 测量 尺寸 L! 的 精度 比 工 ; 高 。 如 用 绝对 误差 来 比较 ,就 会 得 出 相反 的 不 下 
确 结论 。 ; 


四 、 精 密度 、 正 确 度 、 精 确 度 (准确 度 ) 


测 得 值 与 契 值 的 接近 程度 , 称 为 精度 。 它 可 分 为 ; 

1. 精密 度 

表示 实验 (测量 ?结果 中 的 随机 误差 的 大 小 程度 , 即 在 一 定 的 条 件 下 ,进行 多 次 重复 实验 
(测量 ) 时 ,所 得 实验 (测量 ) 结 果 咎 此 之 则 符合 的 程度 , 它 通常 是 用 随机 误差 (部 第 二 章 ) 来 盎 
示 。 一 个 实验 的 随机 误差 小 , 则 其 精密 度 高 。 

2. 正确 度 . 

表示 实验 (测量) 结果 中 的 系统 误差 的 大 小 程度 , 即 在 规定 的 条 件 下 ,在 实验 (测量 ) 中 ,所 
有 系统 误差 的 综合 。 一 个 实验 的 系统 误差 小 , 则 其 正确 度 高 。 

3. 精确 度 ( 淮 确 度 ) 

精确 度 是 实验 (测量 ) 结 果 中 ,系统 误差 与 随机 误差 的 综合 , 即 精 密 正确 的 程度 。 它 表示 谋 
验 { 测 量 ) 结 果 与 真 值 的 一 到 程度。 精确 度 反 映 了 实验 (测量 ) 的 各 类 误差 的 综合 。 如 一 个 实验 
的 花 统 误差 和 随机 误差 都 很 小 , 则 其 精确 度 高 。 

图 1 一 2 所 示 的 打靶 结果 ,子弹 着 葛 点 有 三 种 情况: 图 (a) 为 系统 误差 和 随机 名 差 都 大 , 即 
正确 度 , 精 密度 都 低 ;图 (b) 为 系统 误差 大 ,随机 误差 小 , 即 正确 度 低 , 精 密度 高 ; 芽 (c) 为 系统 误 
差 和 随 视 误差 都 小 , 即 精确 度 高 。 


EE 


(ay {by ‘ce) 


五 、 测 量 误 差 的 来 源 

测量 误差 的 来 源 是 多 方面 的 ,主要 可 归纳 为 ， 

1. 标准 器 具 的 误 关 

作为 在 测量 中 提供 标准 量 的 标准 器 具 , 如 光波 波长 .标准 线 纹 捕 . 量 块 . 破 码 .标准 电阻 等 ， 
它们 本 身 所 体现 的 量 值 ,不 可 避免 地 含有 一 定 的 误差 (一 般 误 姜 值 相对 较 小 )。 

2, 测量 装置 的 误差 

测量 装置 误差 包括 计量 器 具 的 原理 误差 、 制 造 装 调 误 关 ;被 测 件 在 测量 仪器 上 安置 时 的 定 
位 误差 ;附件 误差 ;以 及 接触 测量 中 测量 力 与 测量 力 变 化 引起 的 误差 等 。 

3, 方法 误差 

由 于 测量 方法 的 不 完善 所 引起 的 误差 。 如 采用 近似 的 计算 方法 ,用 钢 卷 尺 测 出 大 此 寸 轴 
的 阅 周 长 ,然后 由 公式 4 = sx 计算 出 轴 的 直径 4d 所 引起 的 误差 ;又 如 采用 租 针 法 测量 工件 
的 表 击 粗粮 度 时 ,由 于 触 头 的 加 第 半径 束 起 的 误差 等 。 

4. 测量 者 的 误差 

由 于 测量 者 的 固有 习 悍 ,分辨 能 力 的 限制 ,工作 疲劳 引起 的 视觉 器 官 生理 变化 、 精神 因 束 
引起 的 一 时 玖 扰 等 原因 所 引起 的 误差 。 如 瞄准 误差 与 读数 误差 。 

5. 客观 环境 引起 的 误 整 

由 于 各 种 环境 因素 与 规定 的 标准 状态 不 一 致 而 引起 标准 器 ,测量 装置 和 被 测 件 本 上 丹 的 变 
化 所 造成 的 误差 。 这 些 环境 因素 有 :温度 . 误 度 .气压 振动 .照明 、 电磁 场 等 ,其 中 以 温 讶 万 为 
重要 。 


六 、 研究 误 差 的 目的 


在 计量 测试 领域 ,研究 误差 有 着 极为 重要 的 意义 ,其 目的 在 于 ， 
(1) 分 析 误差 的 性 质 和 产生 的 原因 ,并 采取 相应 的 措施 ,以 便 从 根源 上 消除 误差 ,或 将 误 


差 碱 小 到 最 低 限 度 。 
(2) 正确 计算 和 处 理 各 种 测量 数据 , 尽 可 能 提高 测量 结果 的 精确 度 。 正确 表达 测量 结果 ， 


以 适应 各 方面 的 需求 和 交流 。 
(3) 合理 地 安排 测量 过 程 , 正 确 地 设计 或 选用 计量 器 具 和 测量 方法 ,以 求 在 满足 测量 精度 


要 求 的 前 提 下 ,提高 测量 效率 ,降低 测量 成 本 。 
8$ 1 一 5 有 效 数字 与 数值 运算 


物理 量 大 多 是 由 观测 所 确定 ,因而 不 可 各 免 会 含有 误差 。 即 测 得 值 是 一 代表 真 值 的 近似 
值 。 误 差 值 同 样 也 是 近似 的 。 测 量 某 被 测量 所 得 到 的 近似 值 往往 是 设计 工作 的 根据 ， 是 实际 


工程 工作 的 基础 。 
在 运用 近似 计算 法 进行 计算 时 ,所 得 结果 亦 为 近似 值 ,通常 在 保证 能 达到 所 要 求 的 近似 程 
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度 的 前 提 下 ,应 使 计算 工作 合理 简化 , 即 一 方面 应 避免 盲目 追求 不 切实 际 、 没 有 必要 的 精确 计 
算 ,致使 计算 工作 繁复 , 既 浪 费 人 力 又 耗费 时 间 ; 另 一 方面 又 要 保证 达到 要 求 的 精确 程度 ,不 能 
图 省 事 ,以 去 造成 错误 。 

在 计算 机 应 用 日 益 普遍 的 情况 下 ， 近似 值 及 运算 数字 的 选取 应 多 加 注意 ， 周密 分 析 , 以 使 
计算 程序 简化 ,计算 效率 提高 ,近似 程度 合理 、 可 靠 。 


二 、 有 效 数 字 和 有 效 位 数 


任何 测量 数据 ,都 含有 测 景 误差 。 多 取 数 据 的 位 数 , 并 不 能 减 小 测量 误差 ,相反 ,会 使 计算 
复杂 ,并 给 人 造成 误解 。 因 此 ,测量 数据 的 位 数 ,应 与 其 测量 误差 相 适 应 。 

例如 用 分 度 值 为 0.01 mm 的 外 径 千分尺 测 得 一 尺寸 为 74.986 mm( 最 后 一 位 “6” 是 居 读 
的 ) ,已 知 该 千分尺 的 测量 误差 范围 为 上 0.005 mm, 即 尺 证 的 真 值 应 在 74.981 ~74.991 mm 
过 显然 小 数 点 后 第 二 位 已 不 准确 (可 能 是 8 或 多 ,再 后 一 位 就 更 不 准确 了 。 因 此 统一 规 

一 个 正确 有 效 的 测量 数据 ,只 允许 最 后 一 位 不 准确 。 

一 个 数据 ， 从 第 一 个 非 “0” 的 数字 开始 ,到 (包括) 最 后 一 位 唯一 不 准确 的 数字 为 止 ， 都 是 有 
效 数字 ,有 效 数字 的 位 数 , 叫 做 有 效 位 数 。 有 效 位 数 后 面 的 数字 , 即 多 余 的 位 数 ,应 按 数据 修 约 
的 国家 标准 (GB 8107 一 1987) 的 规定 , 作 修 约 处 理 。 收 约 就 是 修整 约 简 的 意思 。 

一 个 近似 数 有 2 个 有 效 数 字 , 也 叫 这 个 近似 数 有 = 个 数位 。 如 3.141 6，2.117 3， 
280.00, 均 为 5 位 有 效 数字 ;0.001 34, 134, 1.34 均 为 3 位 有 效 数 字 。 

在 判断 有 效 数字 时 ,要 特别 注意 ”0” 这 个 数字 , 它 可 以 是 有 效 数 字 , 也 可 以 不 是 有 效 数字 ， 
如 0 .001 34 的 前 面 3 个 0 均 不 是 有 效 数字 ,因为 这 3 个 0 与 0.001 34 的 精确 度 无 关 , 只 与 测量 
单位 有 关 。 又 如 280.00 的 后 面 3 个 0, 却 均 为 有 效 数字 ,因为 这 3 个 0 与 280.00 的 精确 度 有 
关 。 若 设 此 两 数 均 是 采用 “四 会 五 人 ”法 截取 所 得 ,对 于 0.001 34, 其 误差 的 绝对 值 为 
0.000 005 , 若 去 掉 此 近似 数 前 面 的 3 个 0, 则 可 写成 134 x 10 ,其 误差 的 绝对 值 为 站 .3X 
10-5 ,与 精确 度 无 关 , 而 对 于 280.00, 其 误差 的 绝对 值 为 0.005, 若 去 掉 此 近似 数 后 面 的 3 个 
0, 则 可 写成 28x10, 其 误差 的 绝对 值 为 0.5x10=5 才 0.005, 即 与 精确 度 有 关 。 因 此 ,对 待 近 
似 数 时 ,不 可 象 对 待 准确 数 那样 ,随便 去 掉 小 数 点 部 分 右边 的 0, 或 在 小 数 点 部 分 右边 加 上 0， 
因为 这 样 做 的 结果 , 虽 不 会 改变 这 个 数 的 大 小 , 却 改变 了 它 的 精确 度 。 . 

数据 修 约 简单 地 说 就 是 采用 “四 舍 五 人 ”的 方法 ,具体 规定 如 下 : 

(1) 拟 售 弈 的 数字 最 左 一 位 小 于 5 时 会 去 。 如 34.945 修 约 成 3 位 则 为 34.9( 氢 舍弃 的 数 
字 为 45, 最 左 一 位 为 4)。 

(2) 拟 会 弃 的 数字 最 左 一 位 大 小 5 时 (包括 等 于 5 而 其 后 还 有 非 “0" 的 数字 ) 则 进 工 , 即 保 
留 的 未 位 数 再 加 1。 如 34.965 修 约 成 3 位 则 为 33.0( 不 能 写成 35)。 

(3) 氛 合 弃 的 数字 最 左 一 位 恰好 等 于 5( 其 后 没有 数字 或 此 为 “0”), 则 看 “5” 前 面 的 数字 ， 
为 奇数 时 去 5 进 1, 鸭 偶数 时 去 5 不 进 ,即使 数据 的 末 位 数 总 是 偶数 。 如 573.5 及 74 650 两 数 ， 
都 修 约 成 3 位 则 分 别 为 574 和 746x10 。 

.工程 上 对 近似 数 右边 带 有 若干 个 0” 的 数字 , 常 写成 a x 10* 形式 (1 委 a<10), 这 时 有 效 
位 数 由 a 确定 ,如 2.40x103 和 2.4X10 分 别 表示 为 有 3 位 和 2 位 有 效 数字 ,二 者 的 精 广 其 
不 同 的 。 
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三 、 数 据 运算 规则 


数据 的 运算 误差 有 大 有 小 ,符号 有 正 有 负 ,因而 在 运算 过 程 中 ,就 必然 要 相互 抵消 一 部 分 。 
在 实际 运算 中 ,为 了 保证 最 后 结果 有 尽 可 能 高 的 精度 ,应 遵循 下 述 规 则 : 

(1) 多 个 近似 数 ( 不 超过 10 个 ) 作 加 、 减 运算 时 ,小 数位 数 较 多 的 近似 数 ,只 需 比 小 数位 数 
最 少 的 近似 数 多 保留 一 位 。 而 计算 结果 的 小 数位 数 ,应 与 小 数位 数 最 少 的 那个 近似 数 相同 。 
例如 : 

1 425.4 二 343.1 + 11.243+9.7427 
Al 425.4 + 343.1+ 11.24 + 9.74 
=1 789.48 2 1 789.5 

(2) 若 参 加 运算 的 各 数 周 同 一 数量 级 , 且 第 一 位 数 的 大 小 相差 较 大 时 ,为 避免 第 一 位 数 小 
的 那个 数 的 相对 误差 过 大 ,可 将 其 有 效 位 数 多 保留 一 位 。 

《3) 两 个 近似 数 作 乘 、 除 运算 时 ,有 效 位 数 较 多 的 近似 数 ， 比 有 效 位 数 少 的 多 保留 一 位 ， 计 
算 结果 应 保留 与 有 效 位 数 少 的 那个 数 相 同 的 有 效 位 数 。 例 如 : 

3,.142 X2.4A3.14X2.4 = 7.336 2 7.5 

《4) 在 近似 数 作 乘 方 或 开 方 运算 时 ,计算 结果 的 有 效 位 数 与 原来 近似 数 (被 乘 方 或 开 方 
数 ) 的 有 效 位 数 相同 。 乘 方 与 开 方 实质 上 是 塘 、 除 运算 , 故 这 实际 上 是 采用 飞 、 除 运算 规则 。 

(5) 在 三 角 函 数 的 运算 中 ,函数 值 的 位 数 应 随 角 度 误 差 的 减 小 而 增多 , 当 角 度 误差 为 10 ， 
1 ,0.1 及 0.01" 时 ,对 应 的 函数 值 位 数 应 为 5,6,7 及 8 位 。 

(6) 作对 数 运 算 时 ,n 位 有 效 数字 的 数据 应 该 用 位 或 (n+ 1) 位 对 数 表 。 

(7) 如 运算 所 得 的 数据 还 要 进行 再 运算 ， 则 该 数据 的 有 效 位 数 可 比 应 截取 的 位 数 暂时 多 
保留 一 位 数字 。 

(8) 表示 误差 范围 的 参数 ,如 测量 不 确定 度 、 标准 差 等 ( 均 见 后 述 ) ,其 有 效 位 数 一 一 起 为 
位 ,最 多 为 两 位 。 


第 二 章 ”等 精度 测量 的 随机 误差 


者 在 多 议 重 复 测量 (测量 列 ) 中 ,每 一 个 测 得 值 都 是 在 相同 的 测量 条 件 下 获得 的 ,这 样 , 备 
测 得 值 就 具有 相同 的 精度 ,可 用 同一 标准 差 来 表征 ,或 者 说 具有 相同 的 可 信 吏 程度 。 这 样 的 潮 . 
重 , 就 叫做 等 精度 测量 。 

从 测量 实践 可 知 ， 在 排除 了 系统 误 郑 和 粗大 误差 的 情况 下 ， 对 某 一 物理 量 进行 等 精度 的 多 
次 测量 时 ,其 测 得 值 中 还 会 含有 随机 误差 。 对 于 测量 列 中 的 某 一 个 测 得 值 而 言 , 这 类 误差 的 出 
现 具有 随机 人 性, 即 误差 的 大 小 和 符 导 是 不 能 预先 知道 的 ; 当 测 基 次 数 增 大 ,这 类 误差 却 又 具有 
统计 的 规律 性 , 测 县 次 教 个 多 ,这 种 规律 性 就 表现 得 床 明 显 。 随 机 误差 的 这 种 统计 规律 常 称 怕 
误差 分 布 律 。 在 测量 误差 理论 中 ,最 重要 的 一 种 分 布 律 是 正 态 分 布 律 ,因为 通常 的 测量 误差 是 
服从 正 态 分 布 的 。 当 然 , 在 有 些 情 况 下 ,随机 误差 还 有 其 他 形式 的 分 布 律 ,如 克 匀 分 布 , 三 角形 
分 布 .偏心 分 布 和 反正 弦 分 布 等 。 根 据 误差 的 分 布 律 ,就 可 对 测量 数据 进行 适当 的 处 理 。 

随机 误差 的 产生 有 其 主观 和 客观 的 原因 ,这些 原因 一 般 是 由 许多 难以 控制 的 和 经 常 变化 
的 微小 因素 所 造成 。 一 般 地 说 ， 上 能 广 生 测量 误差 的 诸 怪 素 都 丰 了 能 会 引起 随机 误 状 当然 应 
将 影响 其 系统 误差 的 因素 除外 。 


2 一 1 态 分 布 的 特征 


通过 大 量 的 对 测量 数据 的 观察， 人 们 入 了 大 多 数 的 了 机 关上 有 以 下 3 个 和 , 它 和 
被 称 做 随机 误差 公理 15 。 . 

(1) 在 一 定 的 测量 条 件 下 { 指 一 一 证 的 计量 器 具 、 环境 、 被 测 对 象 和 人 员 等 )， 随机 误差 的 绝 
对 值 不 会 超过 一 定 的 界限 ; 

(2) 小 误差 出 现 的 机 会 比 大 误差 出 现 的 机 会 要 多 ; 

(3) 测量 次 数 ” 很 大 时 ,绝对 值 相等 .符号 相反 的 随机 误差 出 现 的 机 会 相等 。 

由 特征 (3) 不 难 推 理 , 对 同一 量 进行 等 精度 测量 , 随 着 测量 次 数 ” 趋 于 无 穷 大 ,随机 误 驻 
的 算术 平均 值 将 趋 于 零 。 

多 数 随机 误差 的 上 述 特征 ,说 明 其 分 布 实际 上 是 有 界限 的 和 单一 的 峰值 , 且 当 测量 次 数 无 
穷 地 增加 时 ,这 类 误差 还 具有 对 称 性 ( 即 相 消 性 )。 这 种 误差 的 分 布 规律 ,人 们 称 之 为 正 态 分 布 


律 。 
$ 2 一 2 ”随机 误差 的 数字 特征 


用 于 描述 随机 误差 分 布 特征 的 数值 叫做 随机 误差 的 数字 特征 。 

对 于 离 租 型 或 连续 型 的 随机 误差 , 它 在 数 轴 上 的 分 布 规律 , 昌 可 采取 分 布 函 数 或 分 布 密度 
函数 及 其 相应 的 分 布 曲 线 图 形 来 表示 ,但 在 实际 测量 数据 处 理 中 ,要 确定 误差 的 分 布 函数 或 分 
布 密度 函数 ,是 很 困难 的 ,一 般 也 是 不 必要 的 , 若 知道 了 随机 误差 的 数字 特征 ,就 能 明确 地 说 明 
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随机 误差 分 布 的 特征 。 

随机 误差 的 数字 特征 主要 有 两 个 :WD 算术 平均 值 ;名 标准 差 。 前 者 通常 是 随机 误差 将 分 布 
中 心 ,后 者 则 是 分 散 性 指标 。 例 如 , 当 随 机 误差 服从 正 态 分 布 时 ,在 算术 平均 值 处 随机 误差 的 
概率 密度 最 大 ,由 多 次 测量 所 得 的 测 得 和 值 是 以 算术 平均 值 为 中 心 而 集中 分 布 的 ;而 标准 妆 则 可 
描述 随机 误差 的 散布 范围 ,标准 差 印 大 ,测量 数据 的 分 散 范围 也 人 印 大 。 显 然 ,算术 平均 值 可 以 
作为 等 精度 多 次 测量 的 结果 ,而 标准 差 可 以 描述 测量 数据 和 测量 结果 的 精度 。 


一 、 算 术 平 均值 


对 一 个 真 值 为 zo 的 物理 量 进行 等 精度 的 % 次 测量 ,得 个 测 得 值 工 1 x2，… ,它们 都 
含有 误差 站 ,82,… ,5, ;统称 真 差 。 通常, 我 们 是 议 算 术 平 均值 作为 x 次 测量 的 结果 , 即 


天 = 二 (zi + xX2+ + 一 2 C21) 
因 有 
61 = XI1— Xo : 
和 (2 一 2) 
人 一 zn 一 0 | 
故 真 值 xe 可 以 写成 
， X00 二 X11= X22 一 部 二 二 一生 
或 0 二 Dz 一 2 
代 人 式 (2 一 1) ,得 ; 
2 人 
全 二 Xp++ (2—3) 


上 式 中 的 真 差 8 即 为 随机 误差 , 当 测量 次 数 x 一 co 时 ,根据 随机 误差 公理 (3),， 2)5 一 
0 , 则 得 : 
下 一 To 
这 个 结果 说 明 , 当 测量 次 数 * 无 限 增 大 时 ， 测 得 值 的 算术 平均 人 去 就 等 于 真 值 xzos 但 在 
实际 上 ,进行 无 穷 多 次 的 测量 是 不 可 能 的 ,因此 真 值 ro 实际 上 也 不 可 能 得 到 ， 然而 可 局 认为 ， 
当 测 量 次 数 * 适当 大 时 ,算术 平均 值 三 是 最 接近 于 真 值 xo 的 (证 明 见 后 )。 
通常 在 有 限 次 测量 时 ,不 可 能 等 于 真 值 .x+0, 所 以 也 是 随机 变动 的 ,设想 进行 起 组 的 
“多 次 测量 ” ,各 组 所 得 的 算术 平均 值 为 王 1 ,过 2，… ,这些 算术 平均 值 五 本 身 并 不 含 琴 统 误 
差 , 它 们 是 副 绕 真 值 ze 而 随机 变动 , 故 元 是 无 偏 估 计量。 
在 计量 测试 中 ,都 以 码 作 为 多 次 测量 的 结果 , 它 是 诸 测 得 值 中 最 可 信赖 的 , 常 称 最 或 然 
值 。 
为 了 计算 方便 ,算术 平均 值 < 也 可 按 下 式 计算 
2 2 OE C+ (2—4) 
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式 中 ,m1, m2,…; ?m4 是 测量 值 z ,x2，,… ,zh 重复 出 现 的 个 数 ,总 测量 次 数 4 = lm ;为 
任意 常数 。 
例 2 一 | 求 20.000 5,19.999 6,20.000 3,19.999 4,20.000 2 五 个 测 得 值 的 算术 平均 值 。 
解 : 
一 般 算 法 : 
_ 20.000 5 + 19.999 6 + 20.000 3 + 19.999 4 + 20.000 2 
5 


工 


简化 算法 ; 
五 二 20.000 0 + -000 5—0.000 4+ 0.090 3 ~ 0.000 6 + 0.000 2 = 20.0000 


二 、 标准 差 ( 或 标准 偏差 )% 


上 述 的 算术 平均 值 z 虽 能 表示 一 组 测 得 值 的 结果 ,但 它 不 能 表示 这 一 组 测 得 值 的 精度 。 
例如 ,有 下 列 两 组 测 得 值 , 即 

第 I 组 :20,000 5,19.999 6,20.000 3,19.999 4,20.000 2 

第 于 组 :19,999 0,20.000 6,19.999 $5,20.001 5,19.999 4 

这 两 组 测 得 值 的 算术 平均 值 都 为 20.000 0, 但 它们 的 测量 精度 明显 地 不 同 。 容 易 看 出 ,第 
组 数据 的 分 散 要 比 第 工 组 为 大 , 即 第 I 组 测 得 值 的 测量 精度 要 高 于 第 了 组 。 

为 评定 一 组 测 得 值 的 精度 ,数学 上 常 采用 二 次 第 来 措 述 ,因为 二 次 矩 可 避免 正 、. 负 随机 误 
差 的 相 消 。 在 计量 学 中 ,参照 这 种 方法 ,用 标准 差 e 来 评定 测 得 值 的 精度 , 即 


之 过 十 ，…- ， 
y= tt (oo) (2—5) 


式 中 :人 一 一 真 差 (随机 误差 ); 
2 一 一 测量 次 数 。 
由 式 (2 一 5) 可 见 ,标准 差 与 测 得 值 具有 相同 的 量 网 , 且 只 取 正 开 方 根 值 。 


三 、 用 残 差 计算 标 准 差 的 估计 值 


标准 差 的 定义 式 (2 一 5) 是 在 假定 真 值 zo 为 已 知 的 情况 下 ,根据 真 差 来 计算 的 ;但 实际 
上 真 值 zo 是 不 知 的 ,因而 真 差 也 无 法 获知 , 故 该 定义 式 只 有 理论 的 意义 ,而 无 法 实际 应 用 。 

由 于 在 有 限 次 测量 时 得 到 的 是 有 限 个 测 得 值 xl zz,…, x, 并 可 从 该 组 测 得 值 计算 出 最 
接近 于 真 值 re 的 算术 平均 值 三 ,所 以 就 用 去 代 蔡 xo 来 计算 标准 做 的 估计 值 cs, 亦 即 o, 用 
各 测 得 值 z; 对 其 算术 平均 值 z 的 误差 重 来 计算 ,该 误差 量 叫 做 残余 误差 ,简称 残 差 ,因此 各 测 
值 的 残 差 w 可 用 下 式 表 示 : ， 


= 20.0000 


人 1 之 区 1 一 还 
V2 二 Xa— TE! (2 一 6) 


二 Cn 


条 ”标准 偏差 旦 由 Standard deviation 直 评 的 ,但 它 不 是 久 差 ,偏差 另 有 定义 。 
12 | 


残 差 z 有 两 个 重要 的 特性 ， 
(1) 一 级 测 得 值 残 差 之 和 等 于 笔 , 即 


>» Wi 二 
式 (2 一 6) 相 加 ,有 1 : 
Dv 2 zn 
将 式 (2 一 1) 代 人 上 式 , 即 得 ; 
2 = Dr-n DE 
(2) 一 组 测 得 值 残 差 的 平方 和 为 最 小 , 即 
> = 最 小 


因为 ,将 式 (2 一 6) 平 方 ,得 : 


相 加 ,有 
2 一 2 270) 7; + x2 
如 果 >» v3 为 最 小 , 则 必须 
a 2 
A =~29 x+2nt=0 
解 得 ， 了 


组 - 
此 结果 表明 ,如 果 不 取 ,而 取 其 他 值 代 荐 真 值 xo, 则 相应 偏差 的 平方 和 一 定 要 比 残 差 的 
平方 和 为 大 ,这 也 同时 说 明了 评比 其 他 值 更 可 信赖 。 


下 面 来 讨论 真 差 8 与 残 益 之 图 的 关系 。 

因为 B= Ti 0 Yi = Xi 一 到 
所 以 合 一 外 三 素 一 区 0 = 阁 

全 = Wi+ 合 
式 中 ,全 为 算术 平均 值 的 真 差 。 
相 加 ,有 . 

2 6 = 2 Cv; + 站) = 2 + nd 

因为 . , 

2 vt 一 
故 6 = D> 


由 随机 误差 的 特征 知 , 当 ?一 co 有 时 ， DD 6: 0 ; 则 8 = 人 0, 即 元 一 了 0， 或 ,= vio 这 表 
13 


明 . 在 测量 次 数 n 足够 多 的 条 件 下 ,一 切 有 关 真 差 8 的 理论 均 通用 于 残 总。 


因为 
机 二 w+ 如 
两 边 平方 ,有 
82 = VU + 26w, + 62 
取 nn 项 求 和 ,得 ， 
D8 = 2 vu? +26. 37) v, + 02 
因为 
计 = 56 
故 六 = 二 (D9 +22 68) (i < &) 
当 ” 是 够 大 时 ,上 式 中 》) 66; 接近 于 0, 又 因 
w=0 
2 
故 DE 
1 
上 式 中 ,之 各 即 为 2。 
故 no? 一 Dv?+o? : 


(2—7) 


一 般 测量 次 数 = 较 少 时 ,上 式 的 oz 常 写作 oz 或 >。 这 个 公式 的 意义 在 于 真 差 9 是 
道 的 ， 由 式 (2 一 7) 就 可 根据 有 限 个 测量 全 的 残 郑 来 求 取 随 机 测量 误差 方差 的 估计 值 oz。 


式 (2 一 7) 开 方 ,得 ; 
之 之 i 2 
EE (28) 


5 称 为 实验 标准 差 , 它 是 标准 差 o。 的 信 计 值 。 式 (2 一 8) 称 为 贝 塞 尔 (Bessel) 公 式 。 类 似 | 
于 式 (2 一 4), 式 (2 一 8) 也 可 作 如 下 简化 计算 


| i /SY CH nr-cy 
,= 和 Dr CE CY (22.9) 


式 中 ,C 是 为 简化 计算 而 任 选 的 常数 。 
如 果 各 测 得 值 不 只 出 现 一 次 ,而 是 tz; 次 , 兽 次 数 # = mi , 则 上 式 可 写成 
nr 一 2 一 一 一 
。 = | 之 全 元 ) -二 放生 CC n(z ~ CY (2—10) 
标准 差 s 以 及 下 而 将 要 讲 到 的 平均 误差 8、 几 率 误 差 p 和 极限 误差 ,等 都 是 表示 随机 误 
差 很 重要 的 特征 其 ,都 可 用 于 描述 测量 列 中 各 个 测 得 值 的 误差 。 因 o 其 为 重要 , 故 必 须 进 一 
步 说 明 它 的 合 义 和 对 测量 的 作用 。 例如 ;对 某 一 量 测 量 50 次 ,得 测 得 值 1 ,2 “和 根据 
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此 50 个 数据 计算 出 标准 差 的 估计 值 o,, 则 o, 可 作为 表征 测量 列 中 每 一 个 测 得 值 zl 或 +2… 
或 xm 的 误差 的 参数 。 由 于 统计 的 数据 量 已 经 相当 大 (50 个 ) ,我 们 于 是 可 以 断定 , 若 再 多 测 几 
个 zi ,也 不 会 明显 地 改变 o, 的 数值 。 因 此 ,由 大 量 统 计 得 出 的 c,, 便 可 表征 在 相同 条 件 下 测 
出 的 另 一 测量 列 中 测 得 值 的 误差 。 所 以 ,车 再 测 一 次 得 测 得 值 x51 ,我们 仍 可 用 o, 来 表征 其 误 
差 。 叉 譬如 某 量 仪 厂 ,从 一 批 产品 中 抽出 同类 产品 100 台 , 用 此 100 台 仪 器 测 基 同一 量 (例如 ， 
在 同一 条 件 下 测 同 一 塞 规 直径 ) ,得 测 得 值 xz; ,x;,…, zm; 按 此 数据 计算 (统计) 出 cs, 则 ms 
就 可 表征 此 100 台中 低 一 台 仪器 的 误差 (精度 )。 自 于 统计 的 数目 较 大 , 故 o, 也 可 表征 此 100 
台 以 外 的 同类 产品 的 误差 或 精度 。 关 于 标准 差 等 特征 量 的 确切 含义 (用 概率 解释 ) 将 在 本 章 第 
3.4 两 节 中 进一步 说 上 明 。 


四 、 算 术 平 均值 的 标准 差 及 其 信 计 和 值 


对 于 测量 误差 服从 正 态 分 布 的 测 得 值 ,可 用 其 标准 差 c 来 评定 测量 的 精度 。 在 多 次 测量 
中 ,由 于 其 算术 平均 值 z 是 最 接近 于 被 测量 的 真 值 zo, 所 俯 需 要 进一步 分 析 x 的 精度 。 在 有 
限 次 测量 的 条 件 下 , 不 等 于 真 值 zo。 由 六 组 不 同 的 “多 次 测量 "所 得 的 算术 平均 值 £1, za， 
…, ,是 围绕 真 值 co 而 随机 变动 的 ,z, 也 有 其 确定 的 分 布 , 故 算术 平均 信 z 的 精度 也 可 由 
其 标准 差 o; 来 评定 , 它 与 e 的 关系 可 推导 如 下 。 

设想 进行 m 组 的 “n 次 重复 测量 ”, 各 组 的 测量 次 数 a 仅 为 有 限 次 , 即 各 组 测 得 值 的 算术 
平均 值 不 等 于 真 值 z0,5; 尚 具有 真 差 6 (7 = 1 一 mm) ,我 们 列 出 


| 
(zy 十 了 1 二 *** 十 x1 ) ! 


+ 士 …… 十 
(x Ta, 了 2 1 (2 一 11) 


Tm 一 (rm, 十 Tm, 十 … 十 Lm ) 

显然 ,上 式 中 1, 2，…,, 为 随机 变量 ,但 测 得 值 zi ,za ,…, zw (i =1~) 也 是 服从 正 
态 分 布 的 随机 痰 量 , 且 其 分 布 的 理论 均值 为 p; 及 方差 为 2, 故 随机 变量 元 (7 = 1 一天) 的 分 布 
就 是 # 个 正 态 分 布 的 合成 。 由 概率 论 原 理 可 知 , 正 访 分 布 和 的 分 布 仍 为 泪 套 分 布 , 昌 其 方差 
为 各 合成 正 态 分 布 的 方差 和 ,将 上 式 写 成 一 般 形 式 : 


1 ， 
Bt) {j=1~m) 


用 方差 D(z) = [D(x) + D(z2) + + D(zo] 

但 D(x) = Dr) = = Dx) = 

故 D(z)= = (no?) = “ 

即 ay = 大 (2 一 12) 
或 o = 笃 
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由 上 式 可 见 , 在 测量 条 件 一 定 , 即 ,一定 的 情况 下 ,算术 
平均 值 的 标准 差 随 着 测量 次 数 x 的 增加 而 减 小 。 如 测量 次 数 ““ 
?三 4, 则 os 诚 小 1 售 ; 当 n=9 时 ,ss 就 三 小 3 倍 , 即 其 随机 误 
差 得 到 有 效 的 控制 ,提高 了 测量 的 精度 。 不 过 ,当地 增加 到 一 
定 次 教 (例如 10 次 ) 久 后 ,or 的 减 小 就 变 得 绥 慢 , 即 精 度 提 高 得 ." 
很 慢 , 图 2 一 1 所 示 为 gz/o, 比值 与 测量 次 数 ”的 关系 曲线 。， 
所 以 在 一 般 精 密 测量 中 ,等 精度 重复 测量 的 次 数 x 多 小 于 10 
次 ,超过 15 一 20 次 的 情况 比较 少见 ,此 时 着 要 进一步 提高 测量 
精度 , 则 需 采 取 其 他 措施 来 解决 (如 提高 仪器 精度 ,改进 测量 方 


法 ,改善 环境 条 件 等 )。 
例 2 一 2 计算 表 2 一 1 所 列 两 组 测 得 值 的 标准 偏差 z,。 
一 : 两 组 测量 的 测 得 值 


测 得 值 二 


19.999 5 


解 : ' 

第 I 组 : 

在 例 2 一 1 中 ,已 计算 出 tz1 =20. 000 06 故 得 残 差 z = 郊 一 天 1 为 +0.000 5, 一 0.0004， 
+0.000 3, 一 0.0006,+0D.000 2。 

由 式 (2 一 8) 计 算 .为 


gq = 人 +++4 x 10-+ = 4.7x1020.0005 
第 了 组 - 


用 类 似 方 法 , 可 算出 rn = 20.000 0。 其 残 差 w 为 -0.0010, +0.0006, -0.000 5， 
+0.001 5, “0.000 6o 
由 式 (2 一 8) 计 算 zs 为 


oA + 0+ = 10x 107+ = 0.001 


比较 一 下 两 组 测 得 值 的 计算 结果 ,它们 的 算术 平均 值 虽 是 相等 的 ,但 第 工 组 的 标准 差 也 第 
I 组 约 大 了 1 倍 ,说 明 第 下 组 测 得 值 的 随机 误差 大 ,测量 精度 比 第 工 组 要 低 。 
例 2 一 3 ”用 机 械 测 微 仪 测量 某 零 件 直径 共 51 次 , 测 得 的 数据 如 表 2 一 2 所 列 ， 这 求 测 得 人 


的 各 特征 量 -一 一 亏 ， Tsy CrFo ， 
解 : 为 了 简洁 清楚 ,采用 列表 计算 的 方法 , 表 中 zz 为 测 得 值 ,me 为 z; 出 现 的 频数 ,而 x = 


D>) mi = 51 为 总 测量 次 数 。 
囊 2 一 | 例 2 一 3 一 般 算 法 


ET ED E77 


226. 143 
402.048 


276.419 


175.910 . 
. .0.262 
25.132 


.Sea L128 542 5 


it{ zx: 一 Cp 


$ 2 一 3 随机 误 郑 的 正太 分 布 线 


、 经 验 分 市 娄 线 轩 


六 和 叶 机 的 分 有 特 位 , 芝 用 光 的 方法, 将 组 和 到 济公 扩 
分 布 曲线 (图 2 一 2)。 该 册 线 能 形象 地 反映 贿 机 测量 误差 的 特征 。 5 

设 对 某 一 物理 景 进行 多 次 测量 , 共 得 到 51 个 测 得 答 , 将 这 些 测 得 值 按 大 小 姑 戌 若干 个 葡 
间距 组 (如 表 2 一 4 所 列 共 分 成 11 个 组 ), 菏 入 某 一 个 间 族 组 的 测 得 值 ,其 冲程 全 般 会 有 差 愉 
的 ,但 在 数据 处 理 时 都 以 该 阅 距 组 的 中 值 代 表 这 些 测 得 愉 。 例 如 ,. 表 中 的 第 5 组, 其间 虹 范围 
是 从 1.045 至 1,055.mm, 共 有 10 个 测 得 值 落 人 这 一 间 虐 中 ,数据 处 理 时 ,我 们 以 该 间距 的 中 
值 代表 这 10 个 测 得 值 , 即 zs= 1.05 mm; 以 mi 代表 各 间距 组 测 得 值 的 个 数 , 称 为 频数 ,此 水 
ms 二 10; 而 频数 rm; 与 全 部 测 往 值 的 个 数 的 比值 吕 信 称 作 频 束 。 显然 ,nn = > mi, 
> 一 1 已 ， ， 

在 经 验 分 布 曲线 图 中 ,机 坐标 z. 代 表 各 组 的 中 值 z;( 邱 测 得 值 ), 纵 坐标 y 则 代表 各 组 的 
频率 密度 。 频 率 密度 y 有 其 明确 的 几何 间 兴 ， 设备 问 距 组 的 间距 范围 为 Ax, 菜 组 的 出 现 频 率 


为 mi 加, 则 该 间距 组 的 频率 密度 y, = 起 :时 。 显 多 ， 在 经 验 分 布线 图 上 ， 各 间 下 组 所 对 
应 的 和 江面 各 色 信 表 谈 出现 的 此 。 
家 2 一 4 经 验 分 布 曲 线 数据 胡 - | (mm) - 


和 的 -和 


10 


em 
[em 


经 验 分 布 曲线 的 绘制 方法 是 ， 在 横 坐 标 上 标 出 以 中 值 为 代表 前 各 个 间 昕 zi 再 在 各 个 等 
间 丰 Ax 上 , 画 上 相应 的 矩形 ,各 组 矩形 的 面积 应 志 与 该 组 内 出 各 的 频率 相对 应 ， ;因此 ,各 组 短 形 
面积 的 总 和 ,相应 地 等 于 各 组 频率 的 总 和 , 即 为 1。 
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连接 各 乍 形 上 边 的 中 点 , 即 可 得 到 经 验 分 布 出 线 ,如 图 2 一 2 中 虚 折 线 所 示 。 

当 测 得 值 总 数 n 其 大 , 间 险 Ax 其 小 , 且 组 数 选择 适当 时 ,所 得 的 经 验 分 布 曲 线 就 趋 近 于 
光滑 曲线 , 即 图 中 的 理论 分 布 曲线 。 

巾 然 在 绘制 经 验 分 布 是 线 时 ,各 组 算 形 的 面积 是 代表 其 相应 的 呈现 频率 ,所 以 第 1 个 测 得 
值 区 间 (zl,z2) 的 呈现 概率 应 为 分 布 曲线 下 从 zl 至 zz 所 夹 的 面积 , 即 


P[lz! rx] = [pCa)ax 


式 中 , y = f(z) 为 分 布 密度 函数 或 分 布 方程 。 

若 用 x) 求 出 , 则 以 上 指定 区 间 内 的 概率 就 可 以 算出 。 

如 果 将 上 图 的 坐标 系 的 坐标 原点 移 至 测 得 值 的 数学 期 望 五 = z 的 位 置 上 , 则 机 坐标 x 就 
代表 测 得 值 x; 对 于 jy: 的 偏差 值 (x; - A)。 所 请 测 得 值 的 数学 期 你 w ,对 连续 型 随机 变 景 来 说 ， 
它 是 随 遍 变量 全 部 可 能 取 值 的 算术 平均 值 ,也 称 理 论 均值 或 均值 , 故 在 正 态 分 布 方程 中 ,有 时 
就 以 亏 代 赫 z。 当 然 ,需要 特别 说 明 的 是 ,在 有 限 次 测量 的 情况 下 ,算术 平均 值 也 会 含有 误差 ， 
因此 ,多 数 情况 下 , 它 不 等 于 理论 均值 4 ,而 是 以 jy 为 仅 标 原点 或 左 或 右 摆动 。 通 常 , 正 态 分 
布 曲线 是 围绕 于 理论 均值 ;: 处 而 对 称 分 布 的 , 即 曲线 在 p 处 具有 最 大 的 概率 密度 ys。 


图 2 一 2 图 2 一 3 


在 本 例 中 ,由 于 测 得 值 的 个 数 较 多 , 漆 在 绘制 经 验 分 布 曲线 时 将 坐标 原点 欧 至 算术 平均 值 
z 处 , 则 模 坐 标 x 就 代表 测 得 值 的 残 差 ,但 所 得 出 的 经 验 分 布 曲线 形状 不 变 。 由 图 2 一 3 可 
见 ,曲线 大 体 上 在 坐标 原点 处 出 现 最 大 的 概率 密度 。 


二 、 正 态 分 布 曲线 


正 态 分 布 也 称 高 斯 (Gauss) 分 布 , 它 是 随机 误差 的 一 种 重要 分 布 。 实 践 表明 ,在 大 多 数 情 
况 下 ,在 测量 过 程 中 产生 的 误差 是 服从 正 态 分 布 的 。 轰 率 论 的 中 心 极限 定理 从 理论 上 说 明了 
上 上 述 现象 的 必然 性 ,该 定理 指出 :“ 有 许多 随机 变量 ,它们 是 由 大 量 相 互 独立 的 随机 因素 的 影响 
所 组 成 ,而 每 一 个 别 因 素 在 总 的 影响 中 所 起 的 作用 可 以 看 作 是 均匀 的 小 ,那么 ,这 类 随机 变量 
应 该 是 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 的 ”10 。 

19 


正 夸 分 布 曲 线 的 分 布 密度 函数 F(x) 可 由 随机 误 盖 公理 推导 得 出 (详细 的 推导 过 程 可 参 
侈 本 章 第 七 节 ), 即 
1 fs- 


y= fz)= je 207 (2 一 13) 
式 中 : ”yy 一 一 概率 密度 ; 
Y 一 一 随机 变量 ; 
6 一 一 标准 差 ; 


e 一 一 自然 对 数 的 底 4e=2.718-…) 

J 一 一 理论 均值 或 随机 变量 zx 的 数学 期 望 。 
产 的 表达 式 为 
天 一 [af(x)az (2 一 14) 


由 于 被 测量 的 真 值 是 无 法 知道 的 ， 对 连续 型 随机 画 数 ,可 以 将 理论 均值 着 作为 真 值 ， 故 荡 
(2 一 13) 可 改写 成 . 


[9 
3 


一 二 一 -] 性 
y= 乒 作 ) ee (2—1$) 


式 中 , 自 变 量 3 为 随机 误差 。 
若 用 元 代替 产 , 式 (2 一 13)} 又 可 写成 


y= f(z) = ee (2 一 16) 
或 y= f(v) = 一 去 2 ， (2 一 17) 


上 式 说 明 , 当 测量 次 数 足 够 大 时 , 正 态 分 布 方 程式 (2 一 15) 同 样 也 可 适用 于 残 差 v。 
现在 来 讨论 正 态 分 布 方程 中 两 个 重要 的 参数 和 曲线 的 特性 。 


1. 理论 均值 js 或 算术 平均 值 
理论 均值 或 算术 平均 值 的 定义 已 如 前 述 , 式 (2 一 13) 所 列 的 正 态 分 布 的 曲线 图 形 如 图 2 一 4 


(a) 所 示 , 即 为 一 条 钟 形 的 曲线 。 该 曲线 在 = = jp 处 具有 极 大 值 , 即 yw = -所 ,所 以 该 曲 


线 是 单 峰 的 , 且 对 x = jz 直线 是 对 称 的 。 

由 此 ,说 明了 随机 塞 量 在 z ~ 或 4 处 的 邻近 区 域内 ,具有 最 大 的 概率 ,同时 也 说 明了 以 
无 作为 一 组 随机 变量 ( 当 多 次 测量 时 即 为 一 组 测 得 值 ) 的 结果 应 该 是 最 可 信 积 的 。 些 外 ,由 于 
曲线 对 x = jp 的 直线 是 对 称 的 ,因此 可 以 认为 z= A 处 是 糊 机 变量 的 分 布 中 心 ,py 值 的 大 小 ， 
影响 着 曲线 在 x 轴 上 的 位 置 ,如 图 2 一 4(b) 所 示 。 

2. 标准 总 5 

图 2 一 5 所 示 为 共有 相同 理论 均值 x ,但 值 不 同 的 3 条 正 态 分 布 曲线 的 形状 ,由 图 示 可 
见 ,a 分 小 ,分 布 曲线 愈 陡峭 ,说 明 随机 变量 的 分 散 性 小 , 即 其 精度 高 ;反之 ,o 愈 大 ,分 布 曲线 
的 形状 就 平坦 ,说 明 随机 变量 的 分 散 性 较 大 , 即 其 精度 较 低 。 此 外 ,分 布 曲线 在 (jp 土 o) 儿 有 两 
个 拐点 ,可 以 认为 在 此 两 拐点 的 范围 内 ,随机 变量 的 出 现 具 有 较 大 的 概率 (Ps=“68% )。 在 计量 
测试 中 , 常 以 标准 差 o 来 评定 一 组 随机 变量 的 精度 , 故 o 可 作为 随机 变量 的 分 散 性 指标 。 
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(a) by 


对 连续 型 随机 变量 ,其 方差 D(x)= of 可 按 分 
布 密度 函数 的 二 阶 中 心 矩 计算 , 开 方 后 得 标准 差 o， 
即 


a = [oz 一 uFtr)dr 《2 一 18) 


了 =， /| -pflr)dzr 


对 离散 型 随机 变量 ,标准 差 o 可 按 定义 式 (2 一 
5) 表 示 , 即 


图 2 一 5 


1+ + 二 人 6 
实际 应 用 时 , 则 用 贝 塞 尔 公式 (2 一 8) 计 算 其 估计 值 0。。 
此 外 ,从 正 态 分布 函数 式 (2 一 13) 可 以 看 出 ,随机 变量 z 的 取 值 范围 可 为 上 co, 且 分 布 二 

线 以 zx 轴 为 其 渐 近 线 ,但 是 随机 误差 的 特征 (1) 指 出 ,在 一 定 的 测量 条 件 下 ,随机 误差 的 绝对 

值 不 会 超过 一 定 的 界限 ,两 者 似乎 存在 着 矛 后。 在 计量 实践 中 ,由 于 随机 变量 (或 测 得 信 ) 落 人 

At+3c 范围 内 的 概率 已 高 达 99 .73 免 ( 见 下 节 ), 故 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 ,实际 上 可 以 认为 

是 不 超出 产 土 3c 界限 的 。 


三 、 正 态 分 布 密度 函数 的 概率 积分 


由 于 在 很 多 情况 下 ,测量 误差 是 服从 正 态 分 布 的 ,所 以 人 们 在 测量 数据 处 理 时 ,就 证 用 理 
论 的 分 布 曲 线 来 求 取 测 量 的 结果 ,确定 其 相应 的 误 莽 限 , 以 及 分 析 测 量 的 可 车 性 等 。 为 此 ， 需 
要 计算 正 态 分 布 在 不 同 区 间 的 概率 。 : 

分 布 曲线 下 的 全 部 面积 应 等 于 总 概率 , 即 


| syas -| -一 二 dv = 100% =1 
在 人 在意 误差 区 间 (& ,5) 出 现 的 概率 为 
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1 所 -本 
2 7 8 2e dv 
上 述 的 计算 式 与 参量 o 有 关 , 故 需 进 行 变换 , 令 新 的 变量 : = v/s ,dt = dj ,天 


将 积分 限 也 进行 相应 变换 , 令 a =a/o 及 =/4, 故 
pla’ Et<b)= eta 
写成 一 般 形式 , 即 误差 在 区 间 土 1; 内 的 概率 为 
ptt<tt) =- 声 | id 《2 一 19) 
上 式 中 的 定 积分 &(z) 称 为 拉 普 拉 斯 函数 ， 或 称 概率 积分 。 当 给 定 积分 界限 + 以 后 ,概率 
积分 值 可 从 gz) 表 中 查 出 ( 见 附录 表 1), 表 2 一 5 只 给 出 几 个 常用 的 : 值 及 其 相应 的 $(z) 值 。 


常用 的 f 值 及 下 如 值 
四 三 三 | 


从 表 2 一 5 及 图 2 -6 可 知 ， 当 z= 土 1, 即 
pl-1&t<1)= p= 2¢(:) = 0.6827 
这 里 上 = w/o , 即 v = 如 ,而 随机 变量 的 分 布 中 
心 为 理论 均值 mw 或 却 ( 当 测量 次 数 a 足够 大 ), 那 ， 
么 ,在 多 次 测 基 的 一 组 测 得 值 中 ,将 有 68.27 % 落 
大 区 间 ( 王 土 o) 即 ; 
pl{z -or (z+o) = 0.6827 
或 者 说 有 68.27 部 竟 测 得 值 的 误差 在 +o 的 范围 
内 ,所 以 可 以 得 出 标准 差 的 确切 含义 ;我们 可 以 以 
68.27 % 的 把 握 认 为 测 得 值 的 误差 不 超出 士 a。 
相似 地 有 册 2 6 

pl(z—20) Ew (T+20)} = 0.9545 
pili-30 Rr < (E+ = 0.90973 


plaRv<b)= 


一 般 写成 
pl(z -i Rr (+) = =1-a 
式 中 ,a 称 为 显著 度 ; 户 称 为 置信 概率 ;积分 限 + to 称 误差 限 ;: 称 置信 系数 。 
| 由 此 可 见 ,在 讨论 随机 测量 误差 的 误差 限时 ,是 与 置信 概率 紧密 相 联系 的 ,至 于 p。 的 选 
择 , 则 完全 是 人 为 的 ,主要 是 祖 据 所 研究 的 对 象 重 要 与 否 来 决定 ,大 多 数 情况 取 : = 2 , 册 p = 
0.95 。 以 下 列举 几 种 常用 的 置信 概率 的 数值 及 其 适用 的 场合 ,以 供 参考 。 
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(1) p=0.95(z 土 20) 用 于 一 般 精 密 测量 ;应 用 广泛 ; 

(2) p=0.997 3( +3) 或 po=0.90( £2.58 用 于 才 和 要 的 科研 工作 和 条 ;以 及 
佼 苯 答 定 等 ;: 

(3) p=0.999 9( 十 45) 用 于 个 别 对 可 第 性 要 示 转 别 高 的 科研 和 精 宙 江 基 工 作 。 

例 2 一 4 从 一 批零 件 中 抽查 200 个 零件 的 尺寸， 测 得 的 偏差 及 数据 处 理 进 程 列 于 表 2 一 6， 
实验 统计 结果 沥 i 二 0 记 yiniio:=0.6 pr; 试 求 零件 尺寸 对 的 偏差 在 一 0.75 至 + 1. ?3 pm 
范围 内 的 概率 。 

例 2 一 4 数据 表 


Dr 


{x, -EE An 


查 拉 普 拉 斯 函数 表 , 得 #$(:) 值 , 即 、..- ， 
$(2.08) = 0.481 1 
故 p(—0.75 pm zr < 1.75 pm) = 28(2.08) 2 96 % 


8 2 一 4 单 次 测量 的 精度 指标 


这 里 讨论 的 是 指 在 测量 中 排除 了 系统 误差 的 条 件 下 ， 由 于 纯 随 祝 误差 对 测量 精度 的 影响 。 

在 进行 单 次 测量 时 ,其 测 得 值 一 般 会 对 理论 均值 产生 一 定 的 偏差 ( 即 随机 误差 ), 但 它 一 般 艾 不 

会 超过 土 3x( 置 信 概 率 名 =0.997.3)。 当 然 ,这 里 的 v 是 指 误差 总 体 分 布 的 特征 量 , 而 单 次 测 
23. 


基 的 测 得 值 , 仅 可 以 帮 作 是 误差 总 体 中 的 一 次 抽样 而 已 。 
评定 测量 精度 的 指标 很 记 ,以 前 ,有 的 国家 采用 仪器 示 值 的 散布 ， 即 由 一 组 测 得 值 中 的 最 
太 与 最 小 的 两 者 差 值 来 评定 。 这 一 指标 的 定 文 简单 ,其 含义 也 很 明确 ， Et 
作 精 诬 评 定 的 理由 。 目 前 ,各国 多 采用 以 下 各 指标 : . 
1, 标准 状 及 其 估计 值 ws， ， 
标准 差 se 及 其 估计 值 s; 的 意义 如 前 述 ， 它们 能 评定 一 组 随机 变量 的 精度 。 gs 本 


(2 一 8) 计 算 。 
2. 平均 误 整 #8 
平均 误差 吕 的 定义 为 - 
1 31 1+| 81+ 二 | 名 | 
= 
当 为 连续 型 随机 变量 ,可 按 积分 计算 , 即 
六 
9=| 181yd8 = 5 全 ed 
或 = ”gd 
好 
设 总 5 = zy8d6 = o2dz , 代 人 上 式 得 ， | , 
2 ”> _ 20 -rm /2 
9 = d=- Baxe i 
=0.797 go ~ 30 (2—20) 


用 残 差 表 示 时 ，. 
9 = 0.797 9 | 和 ER 和 (2—21) 


根据 表 2 一 5, 可 知 平均 误差 9 的 含义 是 ; 测 得 值 的 误差 不 起 出 + 的 置信 概率 为 


S7.62% 。 
3. 几率 误 莽 p( 枝 差 ,或 然 误差 ) 
几率 误差 p 的 数值 是 这 样 确定 的 , 即 测 得 值 落 人 p 以 内 (测量 误差 在 土 p 以 内 ) 和 幕 在 p 
之 外 的 概率 相等 , 即 
2¢(1)=50% i 1 
$(t) =25% 


式 中 ， t=£。 由 表 25 可知 相应 的 + = 0.674 5 ， 故 
p= 0.674 50 ~ 


v2 S 了 ， | > 
i (2 一 22) 


所 以 ,与 几率 误差 + p 相应 的 置信 概率 为 50 % 。 在 自然 科学 不 少 领域 的 科学 研究 中 ,用 
2 来 表示 随机 误差 其 为 普遍 ,这 主要 是 由 于 它 的 置信 概率 的 数值 比较 图 整 直 观 的 缘故 。 


. 4. 极限 误 节 Bu 
由 表 2 一 5 可 知 , 当 上 = 土 3,28(F) = 0.997 3 ,误差 超出 +3o 的 概率 已 很 小 ， 因此 实用 上 


试 为 它 是 误差 的 极限 了 ,在 计量 测试 中 ,常用 5 来 表示 随机 误差 , 即 


fim 一 土 3 13/ 之 时 6 
lm 二 二 39s 二 工 n—l1 2 一 23) 


上 述 4 个 评定 精度 的 指标 ,在 实用 中 可 以 任 选 其 中 的 工 个 ,不 过 在 机 械 制造 及 精密 测量 


中 ,应 用 最 广 的 仍 还 是 标准 差 go, 及 极限 误差 Sim。 
为 了 简化 上 列 精度 评定 指标 的 计算 ,在 数据 处 理 中 ,还 常 应 用 以 下 的 关系 式 , 由 式 (2- 一 20) 


2 
站 = 元 9 
按 定 义 式 平方 代 人 ,得 : - 
172 ? 
(% > = 之 2 (2 一 24) 
又 因 z 也 是 随机 误差 ,同样 服从 正 态 分 布 定律 , 当 n 足够 大 时 ,也 可 写成 
2 2 : 
(2 1 2 2 (25) 
说 T 机 t 


式 (2 一 24), (2 一 25) 相 除 ,可 得 ; ， 
(DB 0 


(Dw Dw -1l 


即 >，181= 1/ es 


或 LD 2 lv 


故 得 ， 9=N a DI! (2—26) 


立 
上 式 称 别 捷 尔 斯 (Peters) 公 式 , 因 足够 大 时 ,Va(# 一 可 近似 地 以 {a - 立 上 代替, 所 
以 式 (2 一 26) 又 可 写成 如 下 简化 形式 ; 


= 2 i (2—27) 
利用 别 捷 尔 斯 公式 ,a,p 及 6im 可 分 别 表示 为 
0 1 IX 2 办 ~ 二 2 0 (2—28) 
p = 0.8453 x 2 2 心 持 x 2 Ls (2—29) 
和 15 之 1 (2—30) 


以 上 4 公式 提供 了 由 > 1 wi | 计算 95,0,,p 及 Bln 的 方法 , 它 较 之 由 2 3 计算 要 简便 
些 。 但 是 必须 指出 ,以 上 计算 都 是 只 考虑 了 纯 随 机 误差 。 实 际 的 测 得 值 中 ,有 时 不 可 能 完全 消 
除 系 统 误差 ,因此 残 差 v; 就 不 是 纯 随机 误差 , 故 由 贝 塞 尔 公式 出 发 与 由 别 捷 尔 斯 公式 出 发 计 
算 所 得 的 结果 就 不 能 完全 相同 。 鞍 丙种 方法 计算 结果 相差 较 大 ,应 该 考虑 测 得 值 中 可 能 存在 


系统 误 盖 。 ， . 
例 2 一 5 用 百 分 表 式 卡尺 测量 长 度 共 10 次 , 测 得 的 结果 如 下 表 , 试 求 og ,9,p,Slmo 
表 2 一 7 例 2 一 5 数据 束 


‘im 二 土 3o 二 十 84 pm 


按 别 捷 尔 斯 公式 计算 , 即 由 式 (2 一 27) ,(2 一 28) ,(2 一 29) 及 (2 一 30) ,得 : 


220 
9 = 3 = 23 pm 


可 见 ,两 组 计算 结果 基本 一 致 
$2 一 5 多 次 重复 测量 结果 的 精度 指标 


一 、 算术 平均 值 的 分 布 
以 上 各 个 评定 测量 精度 的 指标 ,都 是 对 单 次 测量 而 言 的 , 若 我 们 把 多 次 重复 测量 的 算术 平 
26 


均值 作为 测量 结果 ,显然 其 精度 要 比 单 次 测量 时 高 。 
由 式 (2 一 11) 的 有 关 分 析 已 知 ,n 次 重复 测量 的 算术 平均 慎 元 是 服从 以 真 值 ro 为 中 心 的 


正 态 分 布 , 且 其 标准 差 o; 比 单 次 测量 的 标准 差 o 小 mm 倍 , 即 
三 


J 三 = 


Yn 
故 算术 平均 值 二 的 分 布 范围 比 单 次 测量 测 得 值 
Xx; 的 分 布 范 围 小 yn 倍 , 即 其 测量 精度 提高 vn 售 , 如 
图 2 一 7 所 示 。 
以 理论 均值 p 代替 被 测量 的 真 值 zo, 算 术 平 均 
值 云 的 分 布 方 穆 可 写 为 
【元 -uy 
y=— be J 
Gz V2 的 
与 单 次 测量 的 情况 相似 ， 拉 善 拉 斯 函数 #$(z) 中 
的 变量 := 土 1 时 变量 | , 则 
pl(lg ~ oa)ARE< (+) }] = 0.68%7 


(2—31) 


或 
pb[ (4 -EE)<z< (r+£))= G6827 图 2 7 

式 中 的 均值 px 可 近似 地 看 作为 真 值 , 上 式 的 意义 是 

三 落 人 人 区间 (py 一 os5), tp + qz)1 的 概率 为 68.27 党 。 自 此 ,不 难得 出 oj 的 确切 含义 :我 们 可 

以 以 68.27 外 前 把 担 认为 元 的 误差 不 超出 = a;。 故 测量 结果 应 表示 为 


当 #= 士 3 时 ,相应 的 测量 结果 即 为 


王 + ,名 = 99.73% 
ni 
例 2 一 6 测量 某 工件 25 次 ,得 =40.021 mmycsvs=0.002 mm, 车 要 求 属 信 概率 p= 
95% , 求 测量 结果 。 “ 
解 : 由 户 =95%% , 查 拉 普 拉 斯 画 数 表 ( 附 录 袁 1) 得 : 
2$(2)=0.95 有 即 z = 1.96 


v25 
(40.021 + 0.001) mm 加 = 95% 。 
”然而 , 当 测 量 次 数 x 甚 小 (例如 2<20 次 ) 时 ,情况 就 有 所 不 同 ,由 数理 统计 的 理论 可 知 ， 
此 时 的 统计 量 为 , . . | 
,2 Zk 
os/ Vn . : 
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故 误差 限 为 上 也 = 十 96 x 上 902 - + 0.0008+0.001 mm 。 测 量 结果 为 二 + 所 = 


式 中 Td 的 意义 同 前 。 
新 统计 量 t 不 再 服从 正 态 分 布 , 而 基 服 内 自 由 度 为 "( 这 里 y= 一 1) 的 学 生 氏 分 布 ， 亦 称 
t 分 布 ,其 分 布 密度 函数 为 


了 | (y + 2 -pt 
(四 ol Ty ) (2 一 32) 


式 中 ,T(zm ) 为 徊 玛 晴 数 。 其 表达 式 为 


r(m) = | mn-lerrdr (m >0) 


y= 


图 2 一 8 所 示 为 具有 不 同 自 由 度数 的 z 分 布 册 线 。 由 图 可 见 , 当 vco,f 分 布 就 是 标准 化 
的 正 态 分 布 。 它 的 理论 均值 为 
p= | =0 (2—33) 


-$5 -4 -3 -2 -1 站 1 2 


图 2 一 8 


其 方差 为 


= [ef = - 2 
即 标 准 差 为 ! 


7 人 >2) (2 一 34) 


类 似 于 正太 分布 的 情形 ,统计 量 : 落 人 区 间 ( -i。, + 到 ) 中 的 概率 为 
名 =1-a= 和 Fltz)d (2-55) 


记 或 与 tf。 的 对 应 关系 ,与 参数 ， 有 关 , 具 体 的 数值 可 查阅 附录 表 2, 其 意义 可 参阅 图 


2—9。 
将 误差 限 与 量 信 概 率 写 成 一 般 的 关系 式 , 则 为 
28 


(2 一 36) 


例 2 一 7 当 测 量 次 数 n =5, 样 本 的 标准 差 o,= 
0.01 mm, 要 求 的 置信 和 概率 p。 = 95% , 求 测量 精 
度 。 

解 : 由 分 布 表 (附录 表 2), 当 自由 度 y=n-1 
=4 及 a=0.05 时 ,可 得 二 =2. 776。 故 可 计算 出 测 
其 的 误差 限 


=+2. nx QQ -=0.012 A+ 0.01 mm 图 279, 、 


+ 
这 里 值得 注意 的 是 ,我 们 在 最 初 分 析 时 ,认为 随机 变量 z 或 者 说 统计 量 : = “一 上 = 


天 服从 正 态 分 布 ， ,只 是 在 总 体 方差 o? 为 已 知 的 条 件 下 推导 得 出 的 。 但 通常 情况 下 ,总体 
oA/ 


方差 oz 往往 是 未 知 的 ,于 是 只 能 由 有 限 次 测量 的 n 个 测 得 值 , 求 出 方差 的 估计 值 oz 或 vs。 
这 样 , 新 的 统计 量 : = A 就 不 再 服从 正 态 分 布 ,而 是 服从 + 分 布 了 。: 分 布 在 数理 金 计 中 
称 为 小 子 样 分 布 。 在 精密 测量 中 ,通常 的 测量 次 数 很 少 有 超过 20 次 的 ,因此 ,在 数据 处 理 中 ， 
理论 上 应 按 + 分 布 来 计算 相应 的 误差 限 ;只 有 在 测量 次 数 较 多 (? > 20) 的 情况 时 ,或 其 测量 不 
甚 重要 时 , 才 可 近似 地 应 用 正 态 分 布 的 理论 来 处 理 。 事 实 上 ,由 式 (2 一 32) 可 见 , 在 分 布 的 分 
布 密 度 函 教 中 含有 参量 (v= n 一 1), 当 4 无限 增 大 时 ,z 分 布 曲线 与 正 态 分 布 曲线 基本 重合 ， 
即 按 两 个 分 布 理论 来 处 理 测量 数据 ,所 得 的 结果 差异 是 极 小 的 ,这 也 可 由 比较 附录 中 的 垃 普 拉 
斯 函数 表 与 :分布 表 的 临界 值 i。 之 后 看 出 来 。 


二 、 算 术 平 均值 的 精度 指标 
与 单 次 测量 精度 指标 相对 应 ,算术 平均 值 的 精度 评定 指标 常用 的 也 有 4 个 , 即 


(1) z 的 标准 差 5 
gz 一 疡 (2—37) 
(2) 的 平均 误差 个 
-人 J _ 

T= 所 =07979 ms 5 志 (2 一 38) 
(3) 二 的 几率 误差 民 

R = 二 = 0.674 5 oz ~ os (2—39) 
(4) 二 的 极限 误差 Aj 


Alim 二 土 了 听 (2—40) 


具体 地 在 计算 精度 评定 指标 sz ,了 和 RR 时 ,也 可 利用 贝 塞 尔 公式 或 别 捷 尔 斯 公式 , 即 


Dw 
Nn(n— 1) 
4 | 2 : 
rT- 4D! z Cr 
2 | ow 
R=3 n(n 一 了 
Dvl 5 21wl : 
= 1.253 3 
“= 1 "nV 4 nvin-1) 
Diol : 
或 | 
T= 地 | (2 一 忆 ) 
R = 0.845 3 > ll 


nv (n—1) ~ 13 如 WE 一) 
例 2 一 8 如 例 2 一 5 所 列 测量 数据 ， 求 其 精度 评定 指标 ar， 了 ,民政 Nine 
车 要 求 置信 概率 户 =0.95, 试 确定 其 测 基 结果 。 

和 解 : 0 故 


{ 
4， 

im 二 十 3 =+26. 7 ~t 27 pin t 
由 于 =4.75 mm， 由 ! 分布 表 (附录 表 2)， ,=9,z=0.05, 查 得 二 2.26， 站 测量 站 匡 记 


T+ hos = 4， 75+2. 26 x 0.009 = (4.75 + 0.02) mm 
(ps = 05%) 
表示 精度 的 数字 ,一 般 采 用 一 位 有 效 数字 已 够 ,只 有 在 很 精确 的 情况 下 ， , 才 采 用 两 位 有 效 
数字 ,县 应 使 测量 结果 数 与 精度 参数 截取 有 效 数 字 时 的 末 位 数 要 一 致 ,示例 如 表 2 一 8。 


表 2 一 8 精度 数据 的 有 效 位 数 示 例 


原始 数据 形式 靖 轩 形式 
1 001.77+0.033 1001.77+0.03 
123 357+ 678 (1 234 圭 7) x10 


237.465+0.127 237.46+0.13 
214.3+0.95 1 214.3+1.0 


至 于 上 列 评定 精度 的 各 指标 , 当 在 测量 次 数 有 限 的 情况 下 ,其 本 身 也 带 有 误差 ,表征 这 些 
指标 的 精度 参数 即 为 其 本 身 的 标准 车, 其 计算 式 为 
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= o 0.707 7Z07 
” 2 Va 
在 按 贝 塞 尔 公式 求 出 的 诸 参 数 &(& 可 代表 oa,,p 或 允 ) , 则 其 标准 差 为 


(3-—43) 
f 


(2—44) 


在 按 别 捷 尔 斯 公式 计算 时 ,参数 的 标准 差 s: 的 算法 ,可 参阅 参考 文献 [15]。 
这 样 ,在 考虑 了 精度 指标 本 身 误 差 的 情况 下 ,测量 的 结果 应 表示 为 

to+ts, p= 08.27 % 

z+Risp, ps = 50% 

例 2 一 9 将 例 2 一 5 所 列 测量 数据 ,采用 几率 误差 RR 及 其 标准 偏差 表示 测量 结果 。 
解 : 由 例 2 一 5 及 例 2 一 8, 已 算出 

T=4.75mm, R=6 pm 
由 式 (2 一 44), 可 计算 


故 测量 结果 可 表示 为 
EttR+isr = (4.750 +0.006+0. 001) mm (pp = 530 各 ) 
不 过 ,除非 是 精度 很 高 的 测量 中 ,一 般 都 不 需 用 这 种 形式 来 表示 测量 结果 。 在 本 例 中 ， 考 
虚 到 有 效 数 字 ， 测量 结果 可 为 4.75+0.01 mm(p.=50 % )。 


82 一 6 几 种 常用 的 非 正 态 态 分 布 . 


在 封 论 正 寄 分 布 的 请 祝 误差 时 , 曾 指 出 了 这 类 误 善 具有 有 界 性 . 单 峰 任 、 对 称 性 和 根 消 性 
等 特征 ,这 些 特征 表明 了 随机 误差 的 分 布 具有 一 定 的 规律 性 , 且 在 多 数 情 况 下 是 服从 正 杰 分布 
的 ,这 已 被 测量 的 实践 所 证 实 , 构 率 论 的 中 心 极限 定理 也 从 理论 上 作 了 证 明 。 但 是 , 构 咸 中 心 
极限 定理 的 条 件 并 非 在 所 有 的 情况 都 得 到 充分 的 满足 ,例如 , 当 组 成 随机 误差 的 许多 因素 中 有 
一 个 或 几 个 因素 具有 突出 的 影响 时 ,那么 ,在 此 情况 下 随机 误差 的 分 布 就 会 偏离 正 态 性 ,也 即 
产生 非 正 态 分 布 的 随机 误差 。 故 在 测量 误差 理论 中 ,除了 要 讨论 正 态 分 布 的 误差 外 ,还 要 研究 
非 正 态 分 布 的 随机 误差 。 、 


__ 、 评 定 非 正 态 分 布 随机 误差 的 方法 


非 正 态 分 布 的 随机 误差 ,也 具有 理论 均值 p 和 标准 差 o, 它 们 是 评定 或 处 理 这 类 误差 的 两 
个 基本 特征 量 。 类 似 于 正 态 分 布 的 情况 ,对 于 非 正 态 分 布 ,如 果 分 布 的 概率 密度 函 孝 为 已 知 ， 
这 两 个 特征 量 jx 和 ,可 按 概率 论 中 的 一 阶 原点 矩 和 二 阶 中 心 护 的 开 方 根来 计算 。 : 

此 外 ,为 了 数据 处 理 的 需要 ,还 定义 了 另外 两 个 特征 量 , 即 相对 不 对 称 系数 < 和 相对 分 布 
系数 x。 

图 2 一 10 上 实 线 所 画 的 是 非 正 态 分 布 昌 线 , 即 实际 分 布 曲 线 , 它 的 理论 均值 为 ,标准 差 
为 n ,分 布 范围 为 24 。 为 了 数据 处 理 的 方便 ,在 与 实际 分 布 曲 线 相同 的 分 布 范围 上 ,用 府 线 画 
-条 正 态 分 布 曲线 , 它 的 理论 均值 为 yw, 标准 差 为 sn, 即 分 布 范围 为 2iNon, 一 般 i=3o。 为 
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了 


评定 实际 分 布 曲线 相对 于 正 态 分 布 曲线 的 差异 程度 , 定 
义 了 相对 分 布 系数 < 生 


{2—45) 


式 中 ,* 为 实际 分 布 在 分 布 极 限 处 的 置信 系数 。 

由 图 2 一 10 可 见 ,由 于 实际 分 布 是 非 对 称 的 , 故 理 
论 均值 p 与 jn 不 重合 ,为 评定 实际 分 布 的 不 对 称 程度 ， 
定义 相对 不 对 称 系数 x , 即 


| 或 


= 人 人 te Bon 


(2 一 46) 


显然 , 当 a <0p< pic>0u > pn ;而 当 a=0 时 ,y= pn; 即 为 对 称 的 分 布 。 
这 样 , 对 于 不 对 称 的 非 正 态 分 布 的 分 布 极 鼠 ,就 可 表示 为 


HN 土 30N 三 一 a{l3on) 土 3cnN 
二 卢 一 aotr 土 红 (2—47) 


上 式 就 是 由 非 正 态 分 布 的 特征 量 表达 其 分 布 极限 的 表示 式 , 式 中 的 第 二 项 ,实际 上 就 是 实 
际 分 布 理论 均值 wx 相对 于 折算 的 正 态 分 布 理论 均值 wx 的 偏 移 量 ;而 头 两 项 (jp - ato ) 就 是 分 
布 范围 的 中 心 jw。 式 (2 一 47) 常 用 于 非 正 态 随 机 误 盖 的 处 理 中 ,如 随机 变量 的 分 布 极限 计算 ， 
零 .部 件 几 何 尺寸 的 糖度 分 析 ,误差 的 合成 等 。 该 表达 式 的 不 足 之 处 是 只 能 表示 误差 限 。 

表 2 一 9 列 出 了 机 械 制 造 与 仪器 制造 的 精 痊 测 量 中 几 种 常见 的 分 布 及 其 特征 量 的 数值 , 供 
误差 处 理 时 参考 。 下 面 将 介绍 表 中 的 几 种 重要 分 布 的 特点 与 应 用 ,至 于 各 种 分 布 概率 密 麻 函 
数 的 推导 ,读者 可 参阅 一 般 的 (概率 论 与 数理 统计 ), 本 书 不 再 装 述 。 


二 、 几 种 重要 的 非 正 态 分 布 


1. 均匀 分 布 
均匀 分 布 亦 称 等 概率 分 布 , 即 在 误差 的 分 布 范围 内 ,各 处 的 概率 密 庶 相等 ,其 分 布 密度 画 


数 为 
y=f(6) = 起 (-a&o<e) (2—48) 
其 理论 均值 y 和 方差 D(3) 分 别 为 
n=| are)d3 =0 


吉 ”有 的 资料 中 ,x 的 定义 式 写成 x = Zn 。 式 中 的 系数 入 = 1 ,AN = 475N , 故 结果 -一致 
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几 种 常见 的 随机 分 布 


1 -五 
已 全 
{1-g)onv 2 2 


一 各 吉 0<t0 


+ 


A Kb< 
1 


天 的 一 


所 一 下 — bb 


0) = .5 oe<a 


f(8)=- 访 
| 
7() = 总 
Oia 


人 
[。 2 


__l 
了 GN v Ir 


z 
_ +a 及 


te 2Zov ] 


B20 


本 


t 
$= 一 一 
100) nV 一 部 


一 i 


* ” 表 中 ow 为 尿 共 尾 正 态 分 布 的 标准 盖 ; 对 于 绝对 正 态 分 布 ,on 为 原 正 态 分 布 的 标准 莽 ; ;对 于 瑞 利 分 布 ， or 为 风机 
差 的 x 向 和 y 疝 分 量 正 态 分 布 的 标准 着 。/ 为 绝对 正 态 分 布 的 均值 ,pn 为 其 原 正 坊 分 布 的 均值 。 

# * 两 个 分 布 范围 不 等 的 均匀 分 布 的 合成 误 盖 为 帮 形 分 布 ,梯形 的 下 边 与 上 边 分 别 等 于 两 个 分 布 范围 的 和 与 差 5 因 
此 ,两 个 分 布 苍 转 相等 的 均匀 分 布 ,其 合 砚 误 差 就 是 三 角 分 布 。 


D(8)= = 上 327(5)d3 = 入 
jy 二 各 : | 
. #3 . i 
均匀 分 布 的 极限 误差 为 
lm = 土 y3c =+a 
分 布 密度 函数 的 图 形 如 图 2 一 11 所 示 。 | 
在 精密 测量 及 某 些 精密 机 构 中 ,有 时 出 现 均 匀 分 布 。 如 在 测量 中 的 腊 准 或 估 读 误差 , 末 位 
数 的 会 人 误差 者 服从 均匀 分 布 ;在 齿轮 传动 机 构 中 ， 由 于 抢 俩 间隙 所 引起 的 回程 误差 一 一 般 蔬 呈 
的 句 分布 。 又 如 在 仪器 机 构 中 ,一 些 回转 件 ( 如 齿轮 、 廉 擦 轮 力 至 指示 袁 中 的 指针 ) 的 偏心 方 
向 , 它 在 360" 的 范围 内 偏向 各 个 方向 上 的 机 会 是 一 样 的 , 即 篇 心 的 初 相 角 在 360 范围 内 的 玻 
率 密 度 是 服从 均匀 分 布 的 。 . i 
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-显然 ,均匀 分 布 是 对 称 的 非 正 态 分 布 , 即 其 . 
4 一 用 
3 | . : 
尼 二 万 = 1.732 
2. 三 角形 分 布 


三 有形 人 和 亲生 (Sigmon) 分 布 它 是 和 下 相 和 的 具有 相同 分 布 范围 的 均匀 
分 布 所 合成 , 即 贿 机 变量 ,79 徊 为 在 ( 一方 4, 方 4 ) 上 均匀 分 布 划 独立 , 则 其 和 就 在 (~ ae) 
范围 内 服从 三 角形 分 布 。 其 分 布 密度 本 数 ( 见 图 2 一 12) 为 . 


Ci . 
y= (8)=1 (2—49) 


BA | 


一 在 一 下 D o 


图 2 CO 2—12" 
: - "| 
其 理论 均值 x 和 方差 DD(5) 分 别 为 

££=0 

2 

2 

D(8)= 6 
即 - 二 字 
| ME 


“在 精密 测量 或 尺寸 公 计 算 个， 者 组 威 尺寸 的 误差 相等 且 都 服从 均匀 分 布 ， 只 要 这 两 个 误 关 
彼此 独立 , 则 由 它 形成 的 封闭 尺寸 的 误差 就 服从 三 角形 分 布 。 
三 角形 分 布 也 是 对 称 的 非 正太 分 布 ， 其 | 


i. 的 k= = 1.22 


3, 反正 蓄 分 布 i 
反正 弦 分 布 实际 上 是 一 种 随机 变量 函数 的 分 布 ,车 随机 变量 6 是 p 的 正 弱 函数 , 贡 $= 
asin p。 其中,a 为 常数 ， ? 在 区 间 (0， 2) 均 多分 布 ， 则 仿 就 服从 反正 缆 分 布 ,分 布 密度 函数 


{ 见 图 2 一 13) 为 
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y= 10) -Ri (esi<a) (2—50) 
它 的 理论 均值 y 和 方差 (8) 分 别 为 
a Ey 
= 一 一 只 = 
“ | 
a :A > 2 
pa) = 上 - = 仿 
丰 "= 万 1 
显然 三 从 
_ 3. 
r= T4212 


在 精密 测量 和 仪器 结构 中 ,有 多 种 误差 服从 反正 弦 分 布 。 例 如 ,仪器 度 盘 偏 心 所 引起 的 读 
数 误 差 ; 义 如 ,在 齿轮 传动 机 构 中 ,主动 齿轮 的 偏心 方向 往往 在 (0,2x) 区 间 吧 均匀 分 布 , 则 从 动 
件 的 位 移 误 善 就 服从 反正 莹 分 布 。 

4. 仿 心 分 布 

偏心 分 布 也 称 瑞 利 (Rayleigh) 分 布 , 它 是 一 种 非 负 的 单 向 连续 分 布 ,实质 上 是 跟从 正 态 分 
布 的 随机 变量 直角 坐标 值 z 与 y 变换 成 极 学 标 向 量 半径 模 p 的 分 布 。 英 击 中 ,枪弹 与 部 心 的 
偏心 误差 8 即 p 的 分 布 就 是 典型 的 例子 。 偏 心 误差 8 的 概率 密度 机 数 为 1 


y= f(3) = 刘 。 交 (9<s<oc) | (2 一 51) 
N 


式 中 ,on 为 随机 变 最 在 直角 举 标 值 z 与 ? 方向 上 分 其 的 标准 差 , 即 zz = 6,= ono 
这 时 ,其 理论 均值 py 与 方差 只 (6 ) 分 别 为 


p = FIN = 1.253 on 


D(C8) = ( - 至 ) 扣 


即 = 2- Fon = 0.655 on 

由 于 偏心 分 布 的 偏心 误差 5 的 标准 差 g 与 ox 存在 上 列 确 定 的 关系 , 故 其 理论 均值 与 标 
准 差 v\ 又 可 表示 为 四 

= 1.913 
vx = 1.5260 

偏心 分 布 的 曲线 如 图 2 一 14, 在 分 布 密度 西数 式 (2 一 51) 中 , 若 令 久 = 立 及 dW = 并 ， 

则 可 得 到 概率 分 布 函 数 为 
aa | 
以 下 列 出 几 种 置信 概率 p, 值 与 其 相对 应 的 偏心 分 布 的 界限 6: ; 
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2 
t, 
2 


图 2 一 13 图 2 一 14 


bs = 0.90, 1=2.15,6 = 2.15oN = 3.280; 
po = 0.95, +1=2.45,6 = 2.45 5N = 3.73 0; 
ps = 0.99, # = 3.04,8 = 3,04 ov = 4.64 ci 
ba = 0.9973, t= 3.44,6= 3.44oN = 5.25 0。 
通常 ,可 认为 5.25e 即 为 偏心 误差 的 分 布 范围 ,由 此 就 不 难 计 算出 偏心 分 布 的 相对 不 对 
称 系数 = 和 相对 分 布 系 数 x 分 别 为 


_ FAN .1.9l35 - (5.250/2) = 028 
4 5.25c/2 一 5.255 人 


-3 
*=763=1.14 


例 2 一 10 检定 车 床 弹簧 夹 头 的 定 心 精度 ,进行 10 次 重复 夹 紧 精密 心 轴 并 测量 其 径 向 跳 
动 *, 测 得 的 数据 及 部 分 处 理 过 程 如 表 2 一 10, 试 求 跳 动量 的 平均 值 e: 及 最 大 .最 小 值 。 


囊 2 一 切 例 2 一 10 数据 于 


径 向 网 动 sm 
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解 : 由 于 该 误差 服从 偏心 分 布 ,其 平均 值 z=5 jm, 相 对 不 对 称 系数 a = -0.28, 相 对 分 布 
系数 k=1.14, 由 此 可 算出 置信 系数 + = 之 = 2.63 , 故 径 向 跳动 量 。 的 分 布 范围 应 为 
Eg ={8 +0.28 x2.63 x1.6)+2.63 x 1.68 
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=5+1.2+4.2= (6.2+4.2)um 
即 emax = 10.4 pm 
emin 二 2 HM 

5. 绝对 正 态 分 布 - 

弧 对 正 态 分 布 也 称 正 质 生 产 分 布 , 它 也 是 一 种 常见 的 不对 称 分 布 ,在 机 械 制 造 誉 件 的 精密 
测量 中 ,有 一 些 精度 参数 常 以 两 个 测量 值 差 的 绝对 值 来 表示 。 -例如 , 形 位 误差 中 平行 度 、 刁 直 
度 、 圆 度 等。 这 些 精度 参数 都 只 计算 误差 的 大 小 ， 而 不 计 误差 的 方向 ， 因而 这 类 误差 一 般 都 季 
从 绝对 正 态 分 布 。 

邻 设 两 个 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 8 一 Nuiyel) 及 总 一 Nuayaz) ,两 者 的 差 值 $= 人 6 
一 62 也 应 服从 正 态 分 布 , 显 然 ,其 理论 均值 与 方差 分 别 为 


“1: EN = 1. HA2 ‘i 
, < 三 of 十 ， a 
但 差 值 # 的 绝对 值 出 服从 笔 对 正 态 分 布 ， 其 概率 密度 函数 为 
Be) 1 Sr 加 
A018D= 元 去 二 (2 52) 


式 中 ,jw 与 on 是 两 个 参量 ， 即 差 值 人 分 布 密度 函数 的 理论 均值 和 标准 差 。 差 值 绝对 俱 18| 的 
理论 均值 (数学 期 望 )yx 和 标准 差 为 


2 ~ 让， 
20N -+ -ANT 
+ = 3x + sol) (2 353) 
人 
即 MT 0- 


绝对 正 态 分 布 曲线 如 图 2 一 15 所 示 其 下 显然 与 参量 (jz ) 有 关 , 当 (uv/a)=0 时 ， 
机 线 是 纵 从 标 如 供 的 右 半 正太 分布 划 线 ; 随 着 (wenv) 的 增加 , 茧 线 逐 渐 向 右 延 介 并 向 正 砍 
分 布 的 形状 转化 ; 当 (pv/aN) =3 时 ,曲线 基本 上 已 呈正 态 分 布 7。 

至 于 绝对 正 态 分 布 的 轻信 概率 ,在 参量 kN/eN 确定 后 , 可 按 具 体 的 积分 限 由 概率 密度 多 
数 式 (2 一 52) 积 分 求 出 ,或 由 差 值 8 的 正 态 分 布 则 线 ,用 拉 普 拉 斯 本 数 表 分 段 计算 ,然后 相 加 
得 出 。 

理论 上 ， 网 对 正 值 分 布 的 特征 量 比 值 加 与 参量 unyew 之 间 存 在 确定 的 关系 , 故 当 
pe 确定 后 ,在 一 定 置信 概率 下 (一 般 仍 可 取 名 = 0.997 3), 可 以 计算 出 既 信 系数 ,相对 不 
对 称 系数 a 和 相对 分 布 系数 ,从 而 按 式 (2 一 47) 写 出 其 分 布 极限 的 表达 式 。 

6. 其 他 非 芷 态 分 布 

在 测量 数据 处 理 及 统计 假设 检验 中 ,还 常 要 应 用 妆 分 布 , 分 布 和 下 分 布 。 实 际 上 它们 
都 是 函数 的 分 布 。 

(1) x? 分布 ( 参 看 附录 表 3) 

令 和 , 刀 ，* ,名 是 7 个 独立 随机 变量 ， 每 个 随机 变革 都 有 从 标 并 化 的 正太 分 布 。 定义 一 


个 新 的 随机 变量 YX 为 1 : 
= 冯 十 各 ++"… 十 由 (2 一 3535) 
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图 2 一 15 


随机 变量 x? 称 为 自由 度 为 7 的 卡 埃 平 方 (Chi-square) 变 量 ,其 主要 的 分 布 特征 量 为 
x4=7 
o = 27 
在 最 小 二 乘法 的 原理 中 要 应 用 这 种 分 布 的 概念 ,此 外 , 它 也 是 上 分 布 和 互 分 布 的 基础 。 
(2) z 分 布 
令 E 和 ”是 相 互 独立 的 随机 变量 ,其 中 服从 自由 度 为 7 的 x? 分布, 了 服从 标准 化 的 下 
态 分 布 , 则 定义 新 的 随机 变量 z 为 
= 一 一 2 一 56 
t 7 二 ) 
随机 变量 上 称 状 自由 度 为 7 的 学 生 氏 上 变量 ， 区分 人 


- oa 


t 分 布 是 一 种 重要 的 分 布 ， 它 在 数据 处 理 中 的 应 用 ， 前 面 已 经 叙述 。 
(3) 下 分 布 ( 参 看 附录 表 4) 
若 &1 为 具有 自由 度 为 yi 的 卡 埃 平方 变 晤 ,8& 为 具有 自由 度 为 yz 的 卡 埃 平方 变量 ,出 定 
义 新 的 随机 变量 下 为 ， . 
人 - 二 _ 
ee/ bY 0 37) 
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随机 变量 下 称 为 自由 度 为 71,Y; 的 下 变量 ,其 主要 的 分 布 特征 量 为 


72 
EE 72 一 了 (Y2 > 2) 


四 272(¥1 + 72 一 2) 4 
1 — 2)2(72 — 4) (2 > 4) 
五 分 布 也 是 一 种 重要 的 分 布 , 它 在 统计 假设 检验 中 经 常 应 用 ,在 回归 方程 的 显著 性 检验 
中 也 是 详 用 下 分 布 的 原理 。 


图 (2 一 16),(2 一 17) 所 示 为 x? 分 布 与 下 分 布 的 分 布 曲 线 。 对 于 从 分 布 ,由 图 可 见 , 随 着 
自由 度 7 的 增 大 ,分布 曲 线 就 向 正 态 分 布 曲线 趋 近 。 


人 1=10， Y= 扣 


tr1= 1 Y= 30) 
i= 10, Y= 1 
+ Y= 47 


图 2 一 17 ， 


此 外 ,在 工程 试验 中 用 到 的 分 布 还 很 多 ,例如 ,在 产品 的 寿命 试验 中 , 常 应 用 韦 布尔 分 布 、 
指数 分 布 ;在 抽样 检查 中 ,用 到 二 项 分 布 \ 超 几何 分 布 等 。 
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$2 一 7 高 斯 误差 定律 


根据 随机 误差 的 经 验 分 布 曲 线 , 由 误差 公理 ,可 以 推导 出 理论 分 布 有 曲线 的 分 布 密 度 方 程 
式 。 事 实 上 还 有 其 他 导出 该 方程 式 的 方法 。 

图 2 一 18 所 示 是 一 个 实例 测量 数据 的 残 差分 布 图 , 随 着 测量 次 数 的 增加 ,经 验 分 布 曲线 应 
趋向 虚线 所 示 的 曲线 , 即 正 态 分 布 曲 线 。 当 测量 次 数 趋 记 无穷 大 时 , 横 坐 标 所 表示 的 残 差 v 
也 就 可 用 真 差 6 来 代替 。 


一 0 .+ 


设 此 曲线 的 方程 式 为 
y= f(6) 
落 人 人 区间 (8.,5,+ d6) 的 概率 为 
plo,6 + d6) = fF(6.}d8 
故 


. 
pC61,82) = | 7(8)d8 


而 总 的 概率 为 
人 Fa)d8= 1 


既然 , p; = 片 生 )d8 ,大 有 pi = (861)d8,p2 = f(8.)d8,…,p。 = (6,)d8 , 按 概 率 乘 
法 定理 ,这 些 误差 同时 出 现 的 概率 ,应 为 
ps = FCO1) FO) 6 ) (dB)" 
车 已 知 真 什 rzo, 则 p, 即 为 这 一 系列 真 差 61,6,,…,6; 一 起 出 现 的 概率 。 但 由 于 za 为 未 
知 , 而 以 其 他 数 来 代替 ,这样 将 使 81,632,…,6, 之 值 发 生 改 变 , 人 色 而 其 概率 也 随 之 而 改变 。 根 
据 误差 公理 (2), 需 要 寻找 一 个 使 志 为 最 大 的 数值 来 代 蔡 xo, 实际 上 已 规定 了 用 来 代替 zo， 
相应 地 就 应 以 v1 ,v2,…,v。 来 代 兰 人 ,82,… ,5 ,因此 ,应 使 | 


井 ” 本 书 内 容 建 议 由 学 生 自 学 。 : 
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Po 一 FonD fv) fv) (dv)” 
之 值 为 最 大 ,也 即 须 使 dp, /dz = 0 。 为 便于 微分 ,将 上 式 写 成 对 数 形式 , 即 
Inp, = lnf (vt) + nf (v2) to + laf lw) + nln(dv) 


微分 后 得 ， 
dnp, dinflvi) dol dlnf (wi) dws do dm 
下 = do do td 
因 六 = 一斑, 故 
do dv do 
dz di 
即 ft, . dl fv), 让 dinftv,) -0 
VIQUVL wadvwy wn do n 
但 y+ vt+ +o = 人 0 
比较 上 列 两 式 ,可 见 
dinf{v) dinf(v,) i dinf(v) _ 


vidv1 za2dz2 Td 


其 中 ,x 为 常量 , 故 一 般 可 写 为 


dinf (vw) _ 
' vdv * 
dnf 今 ) _ 
也 即 Bas = x 
或 dinf(8) = xddd 
积分 后 ， Inf(8) = 立 482 + InC 
即 0) Ce 


按 误差 公理 (2) ,车 18z| > | 们 | , 刚 大 5) 过 0) ,这 意味 着 上 式 的 指数 为 负 值 , 即 <<0。 
令 放 « 二 一 记 ? ,得 : 


y= f(6) = Ce (2—58) 
因 [ra)a8 = Cl eas=1 
但 | ewig = A 
下 
故常 数 C 友 
代 人 人 式 (2 一 -58) 得 : 
2 — 
2 = Fe (2 一 49) 


此 式 称 跑 机 误差 的 正 态 分 布 律 ,或 称 高 斯 误差 定理 。 式 中 药 参 数 h 称 为 高 斯 精度 标准 ， 
思 六 念 大 ,精度 傅 高 , 故 相 用 于 判断 精度 的 尺度 。 但 为 了 判断 精度 更 加 直观 ,一 般 另 定义 一 个 
标准 差 c , 即 
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f+ tt 


| 有 


或 ， gq2 二 | 02yd 一 A ed 
+ pan < 
得 全 seeds = 
两 边 对 有 微分 
-e282d3 = -人 
正六 -Rss 上 
或 | e624 = 有 
1 
2 _，_ 一 
故 28 
1 
n= 
即 ya 


_1 .部 (2—60) 
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第 三 章 系 统 误差 


$3 一 1 基本 概念 


系统 误差 的 性 质 是 固定 不 变 或 按 一 定 的 规律 变化 。 对 待 系统 误差 的 基本 措施 是 要 设法 发 
现 并 予以 消除 。 


系统 误差 按 其 表现 形式 可 分 为 以 下 几 类 ， \、 

1, 定 值 系统 误差 

在 同一 测量 条 件 下 ,多 次 草 复 测量 周一 量 值 时 ,误差 的 绝对 值 和 正 负 符号 恒定 不 变 ,这 种 
误差 就 是 作 定 值 系统 误差 。 如 刻度 尺 不 准确 ,千分尺 未 校准 零 位 ， 部 将 对 测量 结果 引 人 定 值 系 
统 误差 (图 3 一 la)。 

2. 变 值 系统 误 吾 

在 多 次 重复 测量 同一 量 值 时 ,由 于 在 测量 过 程 中 ,测量 条 件 有 变化 ,而 使 误差 的 绝对 值 种 
正 负 符 号 按 一 定 规律 变化 的 误差 , 叫 作 变 值 系统 误差 。 它 又 分 为 以 下 几 种 类 型 ， 


[Eu 


(1) 累进 (线性 ) 系 统 误差 

误差 随 测 量 过 程 的 时 间 ( 或 被 测量 值 ) 的 延伸 而 基线 性 递增 或 递 碱 。 如 测量 过 程 中 温度 时 
线性 变化 引起 的 误差 ;刻度 均匀 地 增 大 所 引起 的 误差 (图 3 lb)。 

(2) 周期 误差 

误差 按 周期 规律 变化 ,最 常见 的 为 正弦 周期 误差 。 如 于 分 表 指 针 轴 与 刀 度 盘 有 信心 ;测量 
机 构 中 大 多 数 齿轮 传动 引起 的 误差 ,都 是 正弦 周期 误差 (图 3 一 1c)。 

(3) ,复杂 系统 误差 + 

误差 的 变化 规律 比较 复杂 。 如 时 轨 的 直线 度 误差 刻度 分 划 不 规则 的 示 值 误差 。: 这 类 误 
差 可 用 实测 经 验 曲 线 来 表示 (图 3-1d)。 

还 有 一 种 不 定 系统 误差 , 即 误差 的 大 小 和 正 负 符号 都 未 知 (或 其 中 之 一 未 知 )， 但 可 估计 误 
差 的 大 小 范围 。 如 用 "等 "的 量 块 作 微 差 比较 测量 , 量 据 的 其 体检 定 误差 是 一 未 知 的 定 值 ,其 对 
测 重 结果 的 影响 是 属 系统 误差 ,但 误差 大 小 只 能 估计 出 一 定 范围 (和 量 抉 的 检定 误差 )。 这 种 误 
差 , 按 习 惯 是 当 作 随机 误差 来 处 理 。 


二 、 系 统 误差 对 测量 结果 的 影响 。 | 


定 值 系统 误差 只 影响 一 系列 重复 测 得 值 的 算术 平均 值 ,对 测 得 值 的 残 差 w 没有 影响 ， 
即 不 影响 随机 误差 药 分 布 规律 和 精度 参数 (图 3 一 2)。 
设 每 一 测 得 值 zx; 都 有 一 定 值 系统 误差 4o, 则 实测 值 为 
2 二 之 ;十 点 0 ,其 平均 值 元 为 


Da > 《zi + 40) 


而 残 差 0 为 


vi = x -2 = (r+ Ao) — (zi + Ao) 


= Xe Ti Ut 疼 3 一 2 
故 对 测 得 值 的 残 差 元 影响 。 
恋 值 系统 误差 则 不 然 , 由 上 两 式 可 知 ,如 As 为 变 值 , 它 对 及 v; 都 有 影响 ， .上 并 响 分 
律 ,也 影响 标准 差 r。 等 精度 参数 值 。 


8$ 3 一 2 ”系统 误差 的 发 现 方法 


在 精密 测量 中 ,对 比较 显著 的 系统 误差 ,应 细致 敏锐 地 查找 其 产生 的 原因 和 变化 规律 , 否 
则 不 但 不 能 对 系统 误差 进行 收 正 和 请 除 ,其 至 还 不 知道 是 否 有 误差 存在 。 尤 其 是 变 值 系统 误 
差 , 它 将 焉 曲 随机 误 营 的 分 布 规律 ,使 对 随机 误差 不 能 进行 正确 的 分 析 积 估算 , 故 应 引起 高 度 


重视 。 
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下 面 介绍 一 些 如 何 从 测 得 结果 的 数据 中 分 析 发 现 系统 误差 的 方法 。 


一 、 定 值 系统 误差 的 发 现 方法 | 


定 值 系统 误差 不 影响 测 得 值 的 残 差 , 它 对 重复 测量 的 每 一 结果 的 影响 相同 , 故 从 测量 列 的 
原始 数据 本 身 , 看 不 册 有 无 定 值 系统 误差 存在 ,但 可 用 以 下 方法 来 发 现 。 

1. 对 比 检定 法 

要 判断 某 一 测量 条 忻 下 是 否 有 定 值 系 统 误差 ， 在 确信 没有 明显 变 值 系统 误差 (可 用 后 面 介 
绍 的 方法 来 发 现 和 消除 ) 的 前 扣 下 ,可 以 改 用 更 好 的 测量 条 件 { 如 改 用 更 高 精度 的 移 器 或 荐 
淮 ) ,进行 检定 性 浏 量 。 以 此 两 种 不 同 的 测量 条 件 对 同一 晤 值 进行 次 数 相 同 的 重复 测量 , 求 册 
两 者 算术 平均 值 之 差 , 则 该 差 值 即 为 被 判断 的 测量 条 件 下 的 定 值 系统 误差 ， 因为 两 种 不 同 测量 
条 件 具 有 相同 的 系统 误差 的 可 能 性 是 很 小 的 。 

对 量 块 ,标准 环 等 进行 检定 ,以 发 现 其 定 值 系统 误差 并 据 以 确定 修正 值 ， 就 是 对 比 检定 法 
的 具体 应 用 。 

2. 均值 与 标准 差 比较 法 

对 同一 重 值 在 测量 条 件 不 局 ,测量 次 数 也 不 同 的 情况 下 进行 两 组 (或 多 组 ) 测 量 。 设 测量 
次 数 分 别 为 xn 和 m2 次 ,得 两 组 平均 值 £1 和 3; 为 

z1 = Dz; 元 2 二 二 于 za 

如 果 测 量 条 件 稳定 ,没有 明显 的 变 值 系统 误差 ， 日 痢 服 从 正 态 分 布 ， 则 两 列 测 得 值 的 分 机 
中 心 (数学 期 望 ) 均 将 为 理论 均值 ,而 x 和 zo 都 将 为 px 的 近似 值 。 因 为 至! 和 也 是 随机 
变量 ,所 以 两 者 之 间 总 会 有 些 差 异 。 根 据 1 和 7x2 的 近似 程度 ,结合 两 者 差异 发 生 的 概率 , 便 
可 大致 确定 两 组 测 得 值 是 只 含有 随机 误差 ,还 是 也 伴 有 定 值 系 缠 误 差 存 在 。 

本 刚玉 得 信 的 方差 信 人 


1 : 
oo 三 二 1 2 Cr 一 TI) ， n2—1 一 到 2) 


平均 值 £1 和 元? 的 方差 估计 值 为 


两 有 乎 均值 之 车 的 方差 为 
ohz = of -5) = + 2 (3—1) 

由 于 去; 和 元 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 , 故 其 差 值 At = 到 - z2 也 服从 正 态 分 布 ( 翰 
分 布 的 平均 值 为 零 , 方 差 为 oz )。 因 此 ,可 用 区 间 的 概率 估计 原理 来 判断 是 否 有 定 值 系统 误 
差 , 即 

pl- toas CEL- FE2 < tae) = po 
p, 为 与 + 对 应 的 概率 人 入, 也 可 写成 
ps = 加 ( 人 | 元 一 天 2 | < 好 他) 


春 ”此 式 的 推导 将 在 第 六 章 讲 解 。 
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在 给 定 置 信和 概率 户 时 , 若 无 定 值 系统 误差 , 则 | 去 一 ,| 应 不 超出 如 sz。 如 已 超出 , 则 可 认 
为 元 ! 与 x; 的 差异 不 只 是 受 随 机 误差 影响 ,而 且 还 有 定 值 系统 误差 存在 ,因为 在 不 同 测量 条 
件 下 ,得 到 的 元 ! 和 z2 具有 相同 的 系统 误差 的 可 能 性 是 非常 微小 的 。 这 样 判 断 的 置信 和 概率 为 
pbao 

例 3 一 1 在 不 同 条 件 下 测 某 一 尺寸 ,第 一 组 测 得 的 元 = 10.023 6 mm, ori =0.2 pm; 第 
二 组 测 得 的 z= 10.024 8 mm,oz,=0.2 km。 斌 判断 其 间 有 无 定 值 系统 误差 (已 知 无 变 值 系 
统 误差 )。 

解 : |z1 一 二 2| = 110.023 6 一 10.024 8| =0.001 2 mm=1.2 pm, 此 两 平均 值 之 差 的 标准 
差 为 、 

ou = Vo +o, = V (02 +002) se0.3 pam 
按 正 态 分 布 ,如 取 置 信和 概率 为 99% , 则 z=2.58, 故 
toazs = 2.38 XxX0.3= 0.77 pm 
| 元 1 一 天 2 | az | 

故 有 根据 判断 两 组 测 得 值 ( 或 其 中 一 组 ) 含 有 定 值 系统 误 莽 ,应 查找 根源 并 予以 消除 或 夏 
正 。 ， 
当 测 量 次 数 mm 和 aa 较 少 时 ,可 按 上 分 布 来 判断 。 


随机 量 :二 并 一 翌 符 合 t 分 布 。 
Dar 


(ni1 ~ 1)o? + (n2 - 1)0s 


(ni + #2)|[ » | 


2 一 
CA min Ail 十 12 — 2) 


(+ 2) [Der -z+ Dry -x2)] 
一 好 1 如 2 和] 十 #2 一 2) 
式 中 ,(n,+ ns 一 2) 为 自由 度 。 公 式 证 明 可 参阅 参考 文献 [11]。 式 中 各 符号 均 同 前 。 


在 判断 有 无 害 值 系统 误差 时 , 按 : 分 布 肥 局 信和 概率 。 现 举例 如 于 。 . 
例 3- 一 2 用 两 台 不 同 的 仪器 测量 轴 径 ,得 两 列 测 得 值 如 表 3--1。 试 判断 其 中 有 无 定 值 系 


统 误差 。  ， 
上 3 一 1 ， 例 和 2 数 捐 表 {mim) 


《3 一 2) 


El = 二 号 zu=14.176 mm (n1=8) 
22=L zy=14.223 mm (n2=9) 


Nn2 ;=1 


ko 


,— 1) = 3 788 pam 


nt 
en 
四 
Rs 
5 


2 


Sz ~- FT2) =15 361 pm 
后 
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` 按 式 (3 一 2) , 则 


2 _ (8+9)x (3788+ 15 361) 2 
OAE 一 BXox (B+tI = 301.42 pm 


ou = 301.P = 17.4 pm 


自由 度 v"= 1+zz -2=15, 取 置信 概率 p, =0,.99, 查 附录 表 2 得 上 =2.95。 
此 时 ,A=F 的 随机 误差 限 为 
ianz 三 2.09Xxf0.017 4 =0.031 mm 
| AE |=| 21 — £2 |= 14.223 — 14.176 = 0.047 mm 
AE < to 

故 可 判断 测 其 中 没有 定 值 系统 误差 。 

在 判断 测量 中 有 系统 误差 存在 时 ,有 时 还 会 有 新 的 发 现 。 如 化 学 家 雷 莱 (Rayleigh) 曾 从 
不 同 来 源 用 不 同方 法 制 取 和 氮气。 由 化 学 方法 制 得 的 氮 , 其 平均 密度 和 标准 差分 别 为 2.299 71 
和 0.000 41, 从 大 气 中 提 到 氮 分 别 为 2.310 22 和 0.000 19。 


Az = 2.310 22 — 2.299 71 = 0.010 51 A 0.01 


ons = V0.000 412 + 0.000 1% = 0.000 45 


取 置 信 概 率 如 = 好 .73% 来 判断 , 则 
AT D3onz = 0.001 35 
故 可 判断 其 中 一 定 有 系统 误差 ,经 窒 查 由 于 操作 技术 等 明显 因素 产生 系统 误差 的 可 能 性 
很 小 ,进一步 仔细 分 析 , 结 果 发 现 了 惰性 气体 的 存在 。 


二 、 变 值 系统 误差 的 发 现 方法 
前 面 已 经 讲 到 , 变 值 系统 误差 不 但 影响 测量 列 数据 的 算术 平均 值 z, 还 将 影响 各 测 得 值 的 
残 差 wm 及 其 分 布 规律 。 因 此 ,可 通过 分 析 观 察 残 差 v; 的 变化 情况 ,或 检验 它 是 否 服从 项 知 的 


分 布 规律 (一 般 是 正 态 分 布 ), 来 发 现 变 值 系统 误差 。 下 面 介绍 常见 的 一 些 具 体 方法 。 
1, 残 差 观 察 法 
当 系统 误差 明显 地 大 于 随机 误差 时 ,将 测 得 值 按 测 量 的 先后 顺序 列 出 (如 图 3 一 3), 算 出 .| 
全 部 残 差 w ,通过 观察 wi 按 测量 硕 序 的 变化 情况 (大 小 和 正 负 符号 的 变化 ) ,可 判断 有 无 变 值 
系统 误差 以 及 其 类 型 属 哪 一 种 。 
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(1) 若 残 差 w 按 近 似 的 (从 整体 看 ) 线 性 规律 递增 (图 3 一 3a) 或 递减 (图 3 一 3b) , 则 可 判断 
测量 结果 中 存在 线性 (累进 ) 系 统 误差 。 直接 观察 测 得 值 的 变化 情况 也 可 判断 ,但 不 如 观察 残 
差 方便 和 醒目 。 

例 3 一 3 测量 一 尺 才 ,将 连续 获得 的 测 得 值 按 先后 顺序 列 于 表 3 一 2。 试 判断 其 中 是 否 会 
有 系统 误差 。 

表 3 一 2 例 3 一 3 数据 表 
测 得 值 


I, Am 


| 数值 变化 | 符号 变化 


34.588 
34.589 
34.398 
34.590 
34.592 
34.594 
34.596 
34.600 
34.600 
34.503 


= 


z=34.594 


从 表 中 可 以 看 出 ,数据 明显 地 由 小 递增 变 大 , 故 其 中 含有 线性 系统 误差 。 

(2) 车 残 差 w 的 下 人 负 符 号 近似 按 正弦 (或 其 他 形式 ) 的 周期 规律 变化 , 即 符号 变化 为 
+(-)->0>-(+)->0+( 一 ), 周 而 复 始 ( 测 量 次 数 太 少 显示 不 出 来 ) ,量变 化 的 辐 值 也 比较 
明显 , 则 说 明 存在 周期 系统 误差。 

采用 残 差 观察 法 ,最 好 结合 检查 产生 误差 的 原因 来 分 析 。 产 生 线 性 系统 误差 的 原因 ,常常 
是 与 时 间 成 比例 变化 的 一 些 因素 造成 的 ,如 温度 随时 间 的 变化 ; 量 仪 中 测量 链 的 某 些 环节 因 紧 
固 或 联结 不 牢 而 产生 近似 等 速 的 蠕动 息 行 等 。 有 的 线性 系统 误差 ,是 随 被 测量 值 的 增 大 而 增 
大 的 形式 表现 出 来 ,如 刻 尺 的 系统 刻 划 误 差 ; 测 微 媒 旋 中 的 螺 蝶 累积 误差 等 。 

周期 误差 一 般 多 呈正 弦 规 律 , 其 产生 原因 主要 是 由 于 各 种 偏心 引起 的 ,如 度 盘 偏 心 . 表 类 
仪器 的 指针 偏心 等 (图 3 一 4)。 . 

(3) 当 测 最 列 数据 不 多 时 ,用 观察 残 差 的 方法 ,是 难以 确定 复杂 系统 误差 是 否 存 在 及 其 存 
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在 的 规律 的 。 当 测量 次 数 足够 多 时 (如 2 = 200 次 ), 可 画 出 频率 分 布 图 (直方 图 ) ,看 是否 符合 
预期 的 随机 误差 分 布 规律 (一 般 为 正 态 分 布 ), 如 基本 上 符合 , 则 表明 没有 变 值 系统 误差 。 很 明 
显 ,这 样 做 很 麻烦 ,而且 要 用 具有 很 高 精 诬 和 灵敏 限 的 量 仪 。 对 待 复杂 系统 误 善 ,应 从 误差 根 
源 上 加 以 检查 、 控 制 或 校正 。 

2. 残 差 核算 法 

{1) 前 后 分 组 核算 法 

将 测 得 值 按 测量 先后 顺序 排列 ; 如 表 3 一 2。 将 前 后 各 半分 为 两 组 ,其 残 差 的 代数 和 光 wy 
与 已 w 后 之 差 相 对 六 来 说 若 明 显 地 不 接近 于 零 , 则 可 判断 其 中 售 有 线性 系统 误差 。 如 表 3 一 
中 有 - 

Dv UE =—23— (+23) =- 46pm 
明显 地 不 接近 于 零 , 故 可 判断 其 中 含有 线性 系统 误差 。 因 为 含有 线性 系统 误差 的 测量 列 ,其 测 
得 秆 的 算术 平均 值 是 在 测量 值 顾 序 的 中 点 附近 ,所 以 前 后 两 组 残 差 的 代数 和 光 wiwy 与 生 包 后 ， 
总 是 大 小 接近 相等 而 符号 相反 {总 各 v= 避 wW 二 本 wi 性 0)。 因 此 ,wi 击 一 也 wi 后 将 明显 
地 不 接近 于 零 。 

要 指出 ,测量 列 中 如 存在 周期 系统 误差 ,而 按 
顺序 排列 的 第 一 个 测 得 值 的 残 差 恰好 等 于 零 或 接 
近 于 零 ,如 位 于 图 3 一 5 中 的 0,4 或 B 点 及 其 附 
近 , 则 在 一 户 期 范围 内 考虑 ,vi 由 写 守 太后 之 差 
亦 将 明显 地 不 接近 于 零 。 故 用 此 法 时 ,最 好 与 前 


面 介 绍 的 残 差 观 察 法 相互 配合 来 判断 。 

(2) 阿 贝 检验 法 

阿 贝 检 验 法 的 依据 ,也 是 检查 测量 列 的 残 差 
是 否 符合 正 态 分 布 规律 。 下 面 只 介绍 此 法 的 具体 图 3 3 
用 法 ,方法 的 原理 推 证 可 参阅 文献 [3][14]。 . 

将 测量 列 的 残 差 按 测量 顺序 编号 排列 为 

UI V2 DF" Un 
设 让 = 名 十 人 时 十 地 十 十 和 2 
B= (vw- va) + 《za — va) + (v1 va) + (vn — vw) 
日 |、 工 _ 

如 有 如- 中 > 大 (3—3) 


则 可 判断 测量 结果 中 含有 变 值 系统 误差, 但 类 型 不 能 判定 。 
仍 以 表 3 一 2 中 的 数据 为 例 ,由 表 中 数据 可 求 得 4 =274, 日 =268。 按 式 (3 一 3) 有 


B ,|_ |_268 
苔 -1 = 3 -1|~0.5 
Ll 
廊 - 3<05 
故 可 判断 测量 列 中 含有 变 值 系统 误差 。 


3, 不 同 公式 核对 法 
第 二 章 中 已 介绍 求 标 准 差 a 的 白 塞 尔 公式 和 别 捷 尔 斯 公式, 即 


0 


Gs = 1 
> l Th l 
rT 
式 中 : J 一 一 残 差 » 
7 一 一 测量 次 数 。 
当 测量 次 数 x; 有 限时 , 接 以 上 两 式 计算 出 来 的 az， 和 gs, 会 有 一 定 的 差异 ( 当 ”co 时 ,as os )， 
令 2 = [十 于 (3 一 4 ) 


若 测 量 列 服 从 正 态 分 布 , 则 参数 x 也 服从 正 态 分 布 ,并 有 标准 差 cu : 


(3—5) 


加 1 

vi 
于 是 ,可 用 lu 1 之 Zo 作为 上 滑 和 列 中 存在 人 系统 误差 的 准则 但 误差 的 类 型 不 能 判 

定 。 如 取 轩 信和 概率 为 99,73% , 则 当 | | 之 汪 二 时 , 即 表 明 存在 变 值 系统 误差 (证 明 可 参阅 


有 关 文 献 , 如 [1],[14])。 
以 上 介绍 的 方法 ,都 有 一 定 的 局 限 性 ,特别 是 当 测 量 数 据 不 完全 服从 正 态 分 布 ,测量 次 数 
又 较 少 时 ,判断 的 准确 性 就 受 影响 。 但 这 些 方法 对 测量 工作 还 是 具有 参考 价值 的 。 


$3 一 3 系统 误差 的 减 小 和 消除 


消除 和 减 小 系统 误差 的 途 种 有 以 下 3 个 方面 :四 从 误差 根源 上 消除 ;@ 在 测量 过 程 中 采 
取 一 定 措施 ,避免 系统 误差 引信 测 量 结果 ;@ 设法 掌握 系统 误差 的 具体 大 小 数值 ,从 测量 结果 
中 修正 ,如 量 块 . 线 纹 尺 等 采用 收 正 值 。 

下 面 主要 从 人 D ,名 两 个 方面 作 进一步 的 介绍 。 应 该 指出 ,系统 误差 的 消除 ,只 能 达到 一 
限度 ,限度 以 外 的 微小 误差 ,已 具有 随机 性 质 ,一般 可 归 入 随机 误差 来 处 理 。 


一 、 从 误差 根源 上 消除 系统 误差 


要 消除 系统 误差 ,关键 是 如 何 查找 误差 根源 ,找到 了 误差 根源 ,消除 或 修正 它 就 比较 容易 了 。 

在 进行 精密 测量 之 前 ,应 先 对 及 采用 的 原理 和 方法 以 及 量具 仪器 、 环 境 条 件 等 作 一 全 面 的 检 
查 和 了 解 ,明确 其 中 有 无 产生 明显 系统 误差 的 因素 ,并 采取 相应 措施 予以 修正 或 消除 。 由 于 具体 
条 件 不 同 ,所 以 在 分 析 查 找 误 差 根源 时 ,并 无 一 成 不 变 的 方法 ,但 以 下 几 方 面 总 是 应 予 考 虑 的 。 

(1) 所 用 基 ,标准 件 (如 量 块 \, 刻 斥 ,光波 波长 等 ) 是 否 淮 确 可 第 ,有 无 修正 慎 , 如 有 , 则 应 据 
以 修正 测量 结果 。 

(2) 所 用 量具 仪器 是 否 处 于 正常 的 工作 状态 ,是 否 按 规 定期 限 进行 检定 ,使 用 前 和 使 用 过 
程 中 有 无 异 变 或 事故 。 

(3) 仪器 的 调整 、 测 件 的 安装 定位 和 支承 装 卡 是 否 正 确 合理 。 


$1 


测量 时 ,应 正确 选择 测量 基准 ,尽量 遵守 基准 统 -- 原 则 , 即 工序 检测 应 以 工艺 基准 作为 淹 
量 基 准 , 终 检 时 应 以 设计 基准 作为 测量 基准 。 有 时 由 十 受 被 测 件 结构 形状 或 测量 条 件 的 限制 ， 
不 能 满足 基准 统一 的 要 求 ,这 时 可 进行 分 析 及 计算 ,必要 时 ,应 对 安装 定位 误差 进行 修 止 。 

对 重量 较 大 的 细 长 被 测 件 ,如 丝 杠 .大 尺寸 量 


块 等 ,在 安装 定位 时 ,要 考虑 因 自重 而 在 测量 中 产 

生 的 力 变形 。 为 三 小 力 变形 引起 的 误差 ,对 截面 大 | | 
小 和 材质 都 比较 均匀 的 被 测 件 , 应 按 “ 净 利 点 "来 支 -一 a 

承 测 件 , 即 两 支承 点 设 在 眶 两 端的 耻 离 < 约 为 

(279) 上 处 ( 工 为 被 测 件 全 长 ) ,如 图 3 一 6 所 示 。 必 a = 1 
要 时 ,还 可 加 辅助 支承 。 


根据 材料 力学 的 分 析 计 算 , 对 变形 要 求 不 同 的 
被 测 件 ,上 述 两 支承 点 的 位 置 可 精确 确定 ,如 表 3 一 3( 图 3-6)]。 


表 3 一 3 支承 点 位 置 


支 各 点 位 置 


被 调 件 中 洗面 变形 最 小 | a =0.2203 Le 各 上 


两 端面 平行 度 变化 量 小 i a=0.21L 3 La 


中 间 与 两 端 找 度 最 小 | 4 30.2232 Le 5 


(4) 所 采用 的 测量 方法 和 计算 方法 是 否 正确 ,有 无 原理 误差 ;在 数据 处 理 过 程 中 有 没有 误 
算 和 疏 漏 ,对 重要 的 计算 ,应 反复 核查 ， 

(5) 测量 场所 的 环境 条 件 是 否 符合 规定 要 求 ,特别 是 温度 变化 的 影响 ,尤为 重要 。 在 一 般 
生产 车 间 ,对 全 车 ,振动 也 应 予以 足够 注意 ,至 于 气压 .空气 折射 率 等 ,只 是 在 要 求 特别 高 的 测 
量 中 才 考 虑 修正 (如 用 绝对 于 涉 仪 检 -- -等 量 块 ,用 激光 光波 比 长 仪 检 线 纹 尺 等 )。 

测量 时 ,实际 温度 偏离 标准 温度 { +20C ) 所 引起 的 误差 为 

AL=L[(as—a)(ts -200)+ oi(ts— £1)] (3—6) 
式 中 ， 工 一 一 被 测 长 度 ; 
量具 仪器 或 标准 件 的 温度 和 和 线 膨胀 系数 ; 
t2;92 一 一 被 济 件 的 温度 和 线 膨 胀 系数 ， 

对 形状 简单 的 被 测 件 ,标准 件 和 量具 仪器 ,可 用 上 式 对 测量 结果 作 温度 误差 ( 定 值 系统 误 
差 ) 的 近似 修正 。 但 一 般 钙 测 件 和 量具 仪器 的 形状 并 不 那样 简单 ,材质 也 木 很 均匀 ,所 以 实际 
上 热心 冷 缩 不 是 简单 的 线性 规律 ,加 之 线 膨胀 系数 和 温度 的 测量 不 精 允 ,所 以 难以 进行 可 靠 的 
误 闵 修正 。 对 精密 测量 ,一 艇 都 采取 恒温 措施 ,即将 环境 温度 控制 在 +20 仑 附近 。 温 度 在 恒温 
允许 的 小 范围 内 仍 有 波动 时 ,已 属 随 机 误差 ,应 另 按 下 式 计 算 ， 

AL = Ly (a a)(t, — MC + altr ty (3 一 7) 

在 恒温 条 件 下 , 迹 要 注意 局 部 热源 的 影响 。 为 了 减 小 测量 人 员 体 温 的 影响 , 可 采用 隔 热 
单 . 量 热 手柄 ,用 长 杠杆 及 长 锰 夹 等 工具 进行 操作 ,有 时 还 要 限制 便 温 室内 的 人 数 ， 对 仪器 的 
光源 和 电源 ,可 采用 散热 和 冷却 措施 ,还 可 用 眠 时 照 蜡 方式 , 却 光 源 在 测量 读数 时 接 通 ,很 短 肝 
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间 后 即 吉 行 煌 灭 。 电 源 也 可 用 时 间 继电器 ,以 便 在 短 时 间 使 用 供电 后 自行 断 电 。 
(6) 注意 避免 测量 人 员 带 入 主观 误差 ,如 视差 ,视力 疫 劳 ,注意 力 不 集 中 等 引起 的 误差 。 
重要 的 精密 测量 ,测量 人 员 应 具备 较 高 的 本 平和 经 验 。 


二 、 在 测量 过 程 中 消除 系统 误差 的 常用 方法 


1. 定 值 系统 误 王 的 消除 方法 ， 

(1) 抵消 法 ( 反 疝 补偿 法 ) 

当 已 知 有 某 种 产生 定 值 系统 误差 的 因素 存在 ,而 又 无 法 从 根源 上 消除 ,也 难以 确定 其 大 小 
并 从 测量 结果 中 修正 时 ,可 考虑 有 和 否 可 能 用 抵消 法 消除 。 先 在 有 定 值 系统 误差 的 状态 下 进行 
一 次 测量 ,再 在 该 定 值 系统 误差 影响 相反 的 男 一 状态 下 再 测 一 次 , 取 两 次 测量 的 平均 值 首 为 测 
量 结果 ,这 样 , 大 小 相同 但 符号 相反 的 两 定 值 系统 误差 就 在 相 加 后 再 平 沟 的 计算 中 互相 抵消 
了 。 

在 工具 显微镜 上 测 螺 纹 的 螺 虐 .半角 等 参数 ,就 是 采用 抵消 法 来 消除 定 值 系统 误差 的 典型 
例子 ,如 测 3 个 蛇 距 值 已 (图 3 一 7 ,左右 各 测 一 次 ,得 Ps 与 (正确 值 为 忆 )。 

Pax=P+A,P#s=P-4 

式 中 4 为 仪器 两 顶尖 不 同心 使 被 测 螺 纹 件 偏 侠 而 产生 的 定 值 系 统 误差 ,将 Ps .Pi 平均 后 ， 


A 即 抵消 。 
Pat+Ps (P+A)+fP-a4) 
2 = 2 =P 


(2) 标准 最 痊 代 法 i 

这 种 方法 是 在 一 定 的 测量 条 件 下 ,对 某 一 被 测量 值 进行 测量 ,使 在 仪器 上 得 到 某 一 种 状态 
(如 指针 指示 零 位 , 电 桥 平衡 、 天 平平 衡 等 ), 再 以 同样 性 质 的 标准 量 值 代 痊 被 测量 值 ,调整 标准 

量 值 的 大 小 ,使 在 仪器 上 呈现 出 与 前 者 相同 的 状态 , 虽 此 时 的 标准 量 值 即 等 于 被 测量 值 ; 由 于 
两 次 测量 都 在 量 仪 上 呈现 同一 状态 , 故 一 切 定 值 系统 误差 YA; 的 影响 根 同 ,这 样 就 消除 了 除 
标准 量 值 本 身 的 定 值 误 差 {可 考虑 检定 修正 ) 以 外 的 一 切 定 值 系统 误差 。 即 
Xf 准 二 熏 人 二 工 客 测 二 A( 同 一 示 值 状态 ) 

所 以 2 

替代 法 对 赤 小 可 连续 改变 的 标准 量 , 使 用 尤为 方便 。 图 3 一 8 是 用 电 桥 测 电 阻 的 例子 , 测 
量 步 又 如 下 : 


如 Ra 


加 3 一 7 图 3 
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外 调整 Rs 使 电 酉 平衡 ,电表 G 指 笔 。 
加 以 民 标 在 代 攻 尺 扩 而， 调 及 标准 使 电 桥 再 次 平衡 ,此 时 即 有 
- 胰 标 准 三 民 被 抽 
(3) 交换 法 | 
这 种 方法 是 在 一 次 测 基 后 ,将 某 些 测量 条 件 交 换 一 下 ,以 消除 定 值 系统 误差 。 
图 3 一 9 是 用 等 辟 天 平 称 量 重 物 >, 第 一 次 测量 是 用 硅 码 呈 使 天 平平 衡 。 即 有 - 
一 z=L2p 
i 


再 将 立 SP 交换 位 置 (z 在 右 方 ,已 在 左 方 ) ,如 三 天 1 
{ 定 值 系统 模 差 来 源 ), 夸 码 将 赂 有 增 减 ,有 妈 由 P 忆 换 为 P =P 


+ AP, 才 能 使 天 平 再 次 平衡 。: 于 是 有 h 
-此 | | | 
- ， 1 . 


即 =4p’ 


Tl, 
两 式 相 乘 得 ; 
r= PP 
2. 线性 系统 误差 的 消除 方法 图 3-9 
(1) 对 称 测量 法 


然 性 系统 误差 一 般 多 随时 间 呈 线性 变化 ,四 此 ,将 测量 顺序 对 某 一 时 刻 对 称 地 进行 测量 ， 
再 通过 计 第 , 即 可 达到 消除 线性 误差 的 目前 。 . 

如 测量 按 图 .3 一 30 的 时 间 顺 序 取 值 ， 将 时 间 按 以 下 条 件 安排 i 

D 1s~ 4=1t2 Tt | 

加 i 与 15,22 与 14 都 对 称 于 13(zqq)s 则 有 

BAL+Als_ Al2+Al +ALd_ 
7 3 = Ala 

利用 此 规律 即 可 消除 线性 系统 误差 。 
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例如 ,用 比较 测量 法 检定 量 块 的 平面 平行 性 (图 3 一 11) , 先 以 高 "等 "的 标准 量 块 A 的 中 心 对 好 
仪器 零 位 ,然后 在 被 检 缠 块 B 上 按 图 中 脐 序 1( 中 心 }>2 一 3r4-*5 的 位 置 上 测量 ,再 按 5->4 
一 32-"l 的 顺序 倒 过 来 复 刻 一 次, 每 点 都 取 两 次 测量 的 平均 测 得 什 作 为 结果 。 这 种 方法 是 


检定 规程 规定 的 测量 方法 。 

由 于 一 般 检 定 人 员 的 操作 节奏 比较 均匀 ,基本 上 可 以 保证 fs 一 =t4 一 13 二 t3 一 t2 二 tf2 一 
直 和 zs 与 t6yt4 与 17,…,t1 与 tio 剖 对 称 于 z4。 因 此 ,可 消除 测量 过 程 中 可 能 产生 的 线性 系 
统 误差 。 

很 多 随时 间 变 化 的 系统 误 类 ,在 短 时 间 内 均 可 看 作 是 线性 的 ,如 可 采用 对 称 测 量 法 , 则 这 
种 误差 可 基本 上 消除 。 

{2) 基 崔 变换 消除 法 


用 此 法 所 消除 的 系统 误差 ,从 根源 上 看 ,多 为 定位 基准 不 正确 而 产生 的 一 种 系统 误差 。 它 
在 测量 过 程 中 ,反映 在 测量 数据 里 是 线 性 形式 ,如 用 自 准 直 仪 及 水 平 仪 等 测 直 线 度 误差 (以 测 
量 的 始末 观点 的 连 线 为 基准 ) ,用 相对 法 测量 齿轮 的 周 节 累 积 误差 等 都 是 典型 的 实例 。 对 这 
些 测量 所 规定 的 数据 丸 理 方 法 ,就 是 为 了 消除 这 一 误差 而 采取 的 措施 。 下 面 以 测量 齿轮 周 节 
累积 误差 来 说 明 。 | 

齿轮 的 周 节 虹 积 误差 AFy , 按 规定 应 在 被 测 齿 轮 分 度 圆 附近 ,以 齿轮 几何 中 心 为 圆心 的 同 
一 贺 周 上 ,可 任 选 一 齿 蝶 作为 初始 基准 来 测量 。 但 在 具体 测量 时 ,无 法 保证 仪器 的 两 测 头 正好 
都 在 这 同一 贺 周 上 ,而 且 任 选 的 基准 齿 距 本 身 也 有 误差 ,因此 ,就 将 带 来 因 定 位 欠 淮 确 以 及 基 
准 齿 眶 本 身 的 误差 而 引起 的 定 值 系统 误差 4。 而 每 一 齿 距 的 测量 ,又 是 接着 前 一 齿 距 的 测量 
位 置 连续 测量 的 ,所 以 这 一 误差 展现 在 货轮 的 整个 周 长 上 ,就 累积 而 呈现 线性 误差 的 形式 。 如 
图 3 一 12 所 示 ,误差 的 绝对 值 逐步 线性 增加 。 这 一 误差 一 般 可 能 是 周 节 累积 误差 的 测量 误差 
的 主要 成 分 。 

这 一 误差 可 租 过 “ 厨 封 闭 原理 ”来 发 现 。 当 没有 误差 时 , 测 基 一 整 周 后 , 周 节 累 积 误 差 值 必 
将 回 到 原来 的 位 置 , 即 图 3 一 12 中 最 末 一 个 代表 齿 功 误差 的 点 应 藩 在 横 坐 标 上 。 如 不 是 这 样 ， 
出 说 明 有 误差 存在 。 图 中 , 最 后 一 个 果 积 误差 值 为 - 18 pm, 它 表示 Z{ 齿 数 ) 个 4 值 等 于 
-18 pm, 肯 数 Z=18, 即 4= -1 pm。 然后 从 各 沧 距 测 得 的 偏差 值 中 依次 减 去 4,24,34， 
…,Z4 ,就 基本 上 消除 了 因 定 位 及 基准 齿 距 不 准确 而 产生 的 线性 系统 误差 。 本 例 中 ,A= -1 
pm;Z 三 18, 即 依次 对 各 齿 距 济 得 的 偏差 值 加 上 1,2,3,…,18 jm。 

3. 周期 系统 误 间 的 消除 方法 

消除 周期 系统 误差 的 基本 方法 是 半 周 期 法 。 局 期 误差 一 般 是 出 现在 有 圈 周 运动 的 情况 
(如 度 盘 等 ), 多 旦 正 嘴 形式 ,以 2x 为 周期 。 办 此 ,在 相距 180" 的 两 对 径 位 置 上 作 两 次 测量 读 
数 ,再 取 平 均值 , 即 可 消除 此 误差 。 这 种 方法 和 反 向 补偿 法 有 些 相 似 。 从 图 3 一 13 中 可 以 看 
出 : 

AL1 = esing (e 为 偏心 ) 
ALa = esin(180’ + g) =— esing 

故 有 AL, +t AL2=0 

如 两 次 读数 为 “L1= 上 +ALI 和 工 ,= 上 +AL2; 则 


Li+L, LtL+(AL,+AL,) 
2 tL 
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所 以 周期 系统 误差 被 消除 。 


图 3 一 12 3—13 


4. 历 杂 系统 误差 的 消除 方法 

由 于 自动 化 测量 技术 及 微机 的 应 用 ,可 用 实时 反馈 笑 正 的 办 法 ,来 消除 复杂 的 变 值 系统 误 
差 ( 也 包括 其 他 形式 的 变 值 系统 误差 和 一 部 分 随机 误差 )。 当 查 明 某 种 误差 因 束 的 变化 (如 某 
种 形式 的 位 移 变化 .温度 .气压 .介质 折射 率 等 的 变化 ) ,对 测量 结果 有 明显 的 复杂 影响 时 ,应 尽 
可 能 找 出 其 影响 测量 结果 的 函数 关系 或 近似 的 函数 关系 (理论 公式 或 经 验 公式 }。 在 测量 过 程 
中 ,用 传感器 将 这 些 误差 因素 的 变化 ,转换 成 某 种 物理 量 形式 (一 般 为 电量 ), 及 时 按照 其 函数 
关系 ,通过 计算 机 算出 影响 测量 结果 的 误差 值 ,并 对 测量 结果 作 实时 的 自动 修正 。 
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第 四 章 粗大 误 差 
$4 一 1 粗大 误差 的 概念 


粗大 误差 又 称 让 忽 误差 或 过 失误 差 。 它 是 由 于 技术 不 熟练 ,测量 时 不 小 心 或 外 界 的 突然 
于 扰 ( 例 如 突然 振动 .仪器 电源 电压 的 突然 变化 ) 等 原因 造成 的 。 含 有 粗大 误差 的 测量 数据 ,党 
比 正常 数据 相差 较 大 (过 大 或 过 小 )。 当 对 茶 一 其 值 作 多 次 独立 的 等 精度 重复 测量 ,如 其 中 个 
别 或 少数 数据 明显 地 偏 大 或 偏 小 时 , 则 可 怀疑 数据 中 合 有 粗大 误差 。 

对 已 确 知 是 在 受到 外 界 不 正常 干扰 下 测 得 的 数据 ,或 经 检查 明显 是 错 读 、 错 记 的 数据 , 则 
应 弃 舍 。 但 不 能 不 知 原 因 不 加 分 析 就 轻易 弃 售 测量 列 中 最 大 或 最 小 的 数据 ,因为 这 样 可 能 造 
成 错觉 ,会 对 余下 数据 的 精度 作出 过 高 的 估计 。 

对 较 重 要 的 测量 (一 般 都 是 多 次 重复 测量 ) ,其 测 得 结果 中 被 怀疑 含有 粗大 误差 而 叉 不 明 
原因 的 数据 ,应 按 一 定 的 删除 准则 来 判断 。 为 此 ,人 们 建立 了 一 些 淮 则 ,这 些 准 则 ,都 有 一 定 的 
统计 依据 ,但 义 各 不 相同 。 至于 单 次 测 晤 值 是 否 合 有 粗大 谋 差 ， 则 只 能 作 直 观 判 断 。 下 拘 就 党 
用 的 几 种 准则 作 一 介绍 。 


$ 4 一 2 家 大 误差 的 别 除 准则 和 应 用 举例 


一 \ 粗 大 误差 的 删除 准则 


1. 3g 准则 

3c 准则 又 称 药 以 达 (Paiira) 准 则 。 当 测量 结果 (测量 列 ) 中 , 某 一 数据 的 残 差 的 绝对 值 | v1 
>36 时 , 则 噜 除 此 数据 。 国 为 如 各 凋 得 值 只 含有 随机 误差 , 且 按 正 态 分 布 , 残 善 v 落 在 土 3 
以 外 的 概率 只 有 0.27% , 它 在 有 限 次 重复 测量 中 发 生 的 可 能 性 很 小 , 故 当 |v| >3c 时 , 即 可 判 
断 此 数据 含有 粗大 误差 而 予 弈 舍 。 

3ca 准则 比较 保守 ,因为 在 测量 次 数 有 限时 ,出 天 在 虞 近 十 3a 界限 处 的 数据 极 少 ,除非 有 
较 大 的 披 大 误差 ,否则 |v| >3c 而 导致 数据 被 射 除 的 可 能 性 很 小 。 

3c 准则 只 宜 用 于 重复 测量 次 数 较 多 (有 的 资料 推荐 湾 量 次 数 友之 加) 的 重要 测量 中 。 

2. 肖 锥 勒 {Chauvenetj 准 则 

肖 维 勒 准 则 也 是 以 正 态 分 布 为 前 提 的 。 假 设 多 次 重复 测量 所 得 n 个 测 得 值 中 , 某 数据 的 
残 差 |o| > Z.o , 则 噜 除 此 数据 。 实 用 中 Z.<3, 这 在 一 定 程 度 上 弥补 了 3o 准 财 的 不 足 。 

由 图 4 一 1 可 知 , | "| 之 Zeo 的 概率 为 
=1 一 2$(Z。) 《图 中 阴影 部 分 ) 
即 2¢(2.)=pllz;- zI<Z.0] 

在 等 精度 的 # 次 重复 测量 中 , 若 只 有 一 个 测 得 值 的 残 差 v 超出 某 一 界限 土 Z.a ,而 相应 的 
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概率 户 =1 -28Z)=1Xe , 则 按 正 态 分 布 规律 ,此 值 
的 残 差 为 正常 超出 ,因为 n 个 等 精度 测 得 值 中 出 现 
一 个 的 概率 恰好 是 1/a。 这 说 明 此 值 中 含有 随机 误 
差 ,但 不 含 粗 大 误差。 

若 按 以 上 条 件 算出 的 概率 p 值 小 于 17” 很 多 ， 
则 上 述 正常 超出 的 可 能 性 减 小 ,而 含有 粗大 误差 的 
非 正 常 超出 的 可 能 性 增 大 ,这 就 是 肖 维 勒 准则 的 出 
发 点 。 肖 维 勒 准则 规定 : 


当 思 =1-2$(Z)= 直 时 , 则 判断 该 测 得 什 的 残 
差 v 为 因 含 粗大 误差 的 非 正 常 超出 , 故 应 将 该 值 贡 


除 。 
和 Z 加 下 标 c 以 表示 用 于 肖 维 勒 准则 : 
I 


pe=1 — 2$(2.) on 


$(Z.) = 人 二 


Z. 值 由 #(Z.) 查 正 态 概 率 积分 表 确定 ,而 $(2.。) 又 按 上 式 决定 于 n 值 ,因此 可 得 简 表 4+~ 
1 以 备查 用 。 
了 4 一 1 尚 维 勒 准则 中 的 Z. 值 


6 ?了 
1.73 1.80 


15 16 18 
2.13 2.15 2.20 2. 寻 


3. 格拉 布 斯 (Grubbs} 准 则 

格拉 布 斯 准则 的 来 源 推 导 较 繁 ,这 里 只 介绍 具体 用 法 。 

在 测 最 数值 (测量 列 ) 中 某 一 数据 的 残 差 的 绝对 值 |u| > Ge 时 , 则 判断 此 什 中 含有 粗大 误 
差 ,应 予 删 除 , 此 即 格拉 布 斯 准则 。G 值 按 重复 测量 次 数 n 及 置信 概率 p。 由 表 4 一 2 查 出 。 


表 和 -2 格拉 布 斯 准则 中 的 G 全 


58 


4. 上 检验 准则 

: 检验 准则 又 称 罗 受 诺 夫 斯 基 {(Povanoackr 间 准则 , 它 是 按 t 分 布 的 实际 误差 分 布 范围 来 
判断 粗大 误差 ,这 对 重复 测量 次 数 较 少 的 情况 比较 合理 ， 而 一 般 测量 的 重复 测量 次 数 总 其 很 有 
限 的 。 

上 检验 准则 的 符 点 是 将 测量 列 的 x 个 测 得 值 中 可 时 的 测 得 值 先 剔除 ， 然后 按 余下 的 ( 
一 1) 个 数据 计算 算术 平均 值 到 "和 标准 差 值 ,再 判断 数据 z 是 否 会 有 粗大 误差 。 1 


元 = i (不 含 已) 


-所 7 {不 会 = zi 一 五) 
根据 测量 次 数 n 和 所 选取 的 显著 度 a, 从 表 4 一 3 中 查 得 系数 值 。 
车 所 怀疑 的 数据 zx; 有 : 
Ix-i |> Ro 
出 可 认为 为 售 有 粗大 误差 的 数据 ,应 予 划 除 。 反 之 保留 。 羡 蓟 除 后 ,再 取 一 个 x 值 继续 
判断 ,直到 数据 不 含 粗大 误 着 为 止 。 


表 4 一 3 t 检验 准则 中 的 系数 天 值 


除 以 上 准则 外 ,还 有 狄 克 进 (Dixon) 准 则 等 其 他 准则 ,可 参阅 有 关 文献 :531[4 。 

要 指出 ,以 上 各 准则 都 是 人 为 主观 拟定 的 ,直到 目前 为 止 ,还 没有 统一 的 规定 。 此 外 ,所 有 
准则 ,又 都 是 以 数据 按 正 态 分 布 为 前 提 的 , 当 偏离 正 态 分 布 时 ,判断 的 可 蔡 性 将 受 影响 ,特别 是 
测量 次 数 很 少时 更 不 可 蔡 。 因 此 ,对 待 粗 大 误差 , 除 从 测量 结果 中 及 时 发 现 和 利用 删除 准则 鉴 


别 外 ,更 重要 的 是 要 提高 工作 人 员 的 技术 水 平和 工作 责任 心 ,不 要 在 情绪 不 宁 和 过 于 疲劳 的 情 
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况 下 ,进行 重要 的 测量 工作 ,另外 ,要 保证 测量 条 件 的 稳定 ,防止 因 环境 条 件 剧烈 变化 而 产生 的 
突变 影响 。 


二 、 应 用 举例 


在 庶 用 以 上 各 准则 判断 粗大 误差 时 要 注意 ,车 同时 有 一 个 以 上 的 浏 得 值 的 残 差 v 超出 判 
断 界 限 ,只 能 咕 除 其 中 | vi| 景 大 的 那 一 个 数据 (如 只 两 个 相同 的 数据 超 限 ,也 只 能 暮 除 其 中 的 
任 一 个 )。 也 就 是 说 ,一 次 只 能 噜 除 一 个 数据 ,之 后 再 按 剩 下 的 (mn 一 1) 个 数据 重新 计算 算术 平 
均值 x 以 及 vi' 和 oa ,继续 判断 另 一 个 可 疑 数 据 , 直 到 全 部 数据 无 问题 为 止 。 那 些 在 前 次 判断 
中 和 被 别 队 的 数据 同时 起 限 的 次 大 (或 同样 大 ;的 数据 ,在 重新 计算 后 ,其 | ?可 能 不 超过 判断 
界限 ,所 以 每 次 只 能 噜 除 一 个 超 限 的 数据 。 

例 4 一 1 为 了 了 解 某 恒温 室 实际 温度 对 标准 温度 20C 的 波动 情况 ， 连续 对 室温 进行 了 
15 次 重复 测量 ,所 得 结果 列 于 表 4 一 4, 试 检查 其 中 有 无 粗大 误差 。 

解 : 从 表 中 数据 知 ,第 8 个 测 得 值 可 疑 。 

(1) 按 3c 准则 

| v8 {|= 0.104; 3¢ = 0.033x3=0.099 
| vs I> 30 
故 可 判断 i8 二 20.30 亿 合 有 粗大 误差 ,应 予 噜 除 。 再 按 余下 的 14 个 数值 计算 ! 表 中 右 方 )。 
3a =3x0.016=0.048 
所 有 14 个 |v'| 值 均 小 于 3a’, 故 无 再 需 噜 除 的 坏 值 。 


家 4 一 4 例 4 一 1 数据 琢 (位 ) 


季 =0.003374 


= 0.016 


Be 


《2) 按 肖 维 勒 准则 
以 n=15 查 表 4 一 1, 得 Z.=2.,13。 
Zr = 2,13 x0.033 = 0.07 
twa |= 0.104 > Zoo 
故 ts 应 翼 除 ,再 按 n 二 14 查 表 4 一 1, 得 Z.=2.10。 
Ze =2.10x0,016=0.034 
所 有 | vw; | 秆 均 小 于 Za, 芍 已 无 坏 值 。 
《3) 按 格拉 布 斯 准则 
以 n=15 取 和 置信 概率 六 =0.99, 查 表 4 一 2 得 值 为 2.70。 | 
Gr=2.7xX0.033=0.09<|vsl - 
故 如 应 剔除 ,再 控 za= 14,8=0.99 查 表 4 和 4 2, 得 G 值 为 2.66。 
Go’ =2.66x0.016=0.04 
所 有 |z | 值 均 小 于 Go , 故 光 坏 值 。 


{4) 按 上 检验 准则 

先 将 可 散 值 ts 除外 , 按 余 下 的 14 个 数据 计算 得 ， 
is=20.411 
gd’ =0.016 


. 取 显 著 度 =0.01( 即 置信 概率 为 0.%)。 已 知 n=15, 查 表 4 一 3 得 系数 =3.12。 则 
ko’=3.12x0.016=0.05 
办 ls—t14!=120.39—20.411|=0.111>0.05 
故 可 判断 数据 is 人 言 有 粗大 误差 ,应 于 删除 。 
再 对 余下 的 14 个 数据 继续 判断 , 先 提出 :x(1w7 | 最 大 ) ， 
zi = 20.4103 
o = 0.0156 


取 显 著 度 a=0.01, 以 n=14 查 表 4--3 得 k=3.17。 则 
ko =3,17xX0.0156=0.049 
1t7—t13|= 120.41—20,39|=0.02<0.049 


故 数据 中 已 不 含 粗大 误差。 
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第 五 章 非 等 精度 测量 


$5 一 1 概 述 


前 面 各 章 讨 论 的 者 是 等 精度 测量 , 即 多 次 重复 测量 (测量 列 ) 中 的 每 一 个 测 得 值 ,都 是 在 相 
同 的 测量 条 件 下 获得 的 。 

若 测 量 条 件 ( 人 员 、 仪 髓 ,方法 .环境 条 件 、. 求 平均 值 的 测量 次 数 ……) 部 分 或 全 部 改变 , 刚 
各 测 得 值 的 精度 或 可 信赖 程度 就 不 一 样 ,这 就 是 非 等 精度 测量 。 非 等 精度 测量 与 等 精度 测 盈 
的 性 质 不 同 , 它 们 的 数据 处 理 方法 也 不 一 样 。 

在 重要 的 测量 中 ,有 了 时 有 意 改变 测量 条 件 ,例如 用 不 同 精度 的 仪器 来 测量 比 对 某 一 被 测 
值 ,这 就 是 不 等 精度 测量 ,这 样 做 有 利于 提高 测量 的 可 靠 性 和 精度 。 有 时 ,由 于 条 件 的 限制 ,不 
能 保证 等 精度 测量 的 恒定 { 或 基本 上 人 和 便 定 ) 条 件 ,这 样 的 测量 ,客观 上 就 是 非 等 精度 测量 。 

严格 说 来 ,绝对 的 等 精度 测量 是 很 准 保 证 的 ,但 对 条 件 差别 不 大 的 测量 ,一 般 都 当 作 等 精 
度 测量 对 待 。 某 些 条 件 的 变化 ,如 测量 时 温度 的 波动 等 ,只 作为 误差 来 考虑 。 因 此 ,在 实际 应 
用 中 , 按 非 等 精度 测量 来 处 理 的 情况 是 比较 少 的 。 


$5 一 2 “ 权 ” 的 概念 和 加 权 平 均值 


为 了 便于 说 明 “ 权 "的 概念 ,下 面 介绍 -简单 的 例子 :有 两 组 重复 测量 ,其 次 数 # 不同, 二 
组 ni=10 次 , 男 一 组 ns=6 次 ,其 他 条 件 都 相同 ,16 次 测量 中 每 一 测 得 值 z; 都 是 等 精度 的 ， 
其 精度 参数 o 也 相间 。 但 两 组 的 算术 平均 值 z， 和 z。 划 是 非 等 精度 的 , 因为 两 组 的 测量 次 数 


不 同 。 


_ XI+ r+ + ry _ oa,. 
第 一 组 T1 一 10 OF) 一 v0 
+ x2+*+x 
第 二 组 :元 ? = -1 站 人 aa， 一 友 
总 的 平均 值 
16 
,= i=1 i 1 0 去 f + 6 元 
p 16 10+6 
写成 一 般 式 有 
_ Nixt+ R22 十 “十 nm _ 
Bp (5—1) 


测量 结果 的 可 敬 程 度 ( 可 信赖 程度 ), 可 用 *“ 权 "来 表示 ,可 靠 程度 越 高 , 刚 “ 权 " 越 大 。 在 其 
他 测量 条 件 相同 的 情况 下 ,测量 次 数 越 多 , 则 据 以 求 得 的 测量 结果 (算术 平均 值 ) 越 可 信赖 ,其 
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“ 权 "也 越 大 ,故此 时 可 用 测量 次 数 n; 来 确定 “ 权 ”。 
“ 权 " 可 理解 为 种 组 测量 结果 相对 的 可 信赖 程度 。 测 量 次 数 越 儿 ,测量 方法 越 完 善 ,测量 所 
用 的 仪器 精度 越 高 ,测量 的 环境 条 件 越 好 ,测量 人 员 的 水 平 越 高 , 则 测量 结果 越 可 车 ,其 " 权 " 也 
越 大 。" 权 "是 相互 比较 而 存在 的 。 上 述 两 组 测量 ,其 “ 权 " 之 比 可 取 为 测量 次 数 之 比 ( 其 他 测量 
条 件 相同 ), 即 10:6, 也 可 简化 为 5:3。 一 般 用 符号 p 代表 “ 权 ”, 故 式 {5 一 1) 可 改写 为 
= PiT!1 十 疡 2 元 > t+ + Prim 
加 + 加 
这 里 有 为 加 权 平 均值 ,因为 参与 计算 总 平均 值 ( 即 z,) 的 各 x, 都 考虑 了 其 “ 权 " 的 相对 大 
小 ,这 样 比较 合理 ,而 光 p; 则 为 的“ 权 ”。 
例 $-1 设 用 同一 测 第 仪 测 某 一 角度 3 回 , 第 一 回 3 次 ,第 二 回 6 次 ,第 三 回 12 次 {每 取 
一 读数 为 1 次 }。 结 果 如 下 ;二 3241'20”, ;== 32"4130 ,到 = 32"4123。 求 加 权 平 均值 。 
解 : 其 “ 权 ”( 测 量 次 数 比 ) 为 
B1 pa':p3=3:6:12=1:2:4 


(5—2) 


此 角度 的 加 权 平 均值 为 
_， 32 4120” x 3 + 32°41’30° X6+32"4123 x 12 
Tp 3+6+12 
one 20 x1+30x2+25 xd 站 
= 32 41 + Ti = 32 41 26 


加 权 平 均值 不 同 于 一 般 的 算术 平均 值 ,算术 平均 值 可 君 作 加 权 平 均值 的 一 个 特例 , 即 等 权 平 均 


了 7; 
秆 ,车 将 其 “ 权 "p' 简 化 为 1, 则 开 = 亿 一 的 权 p= np' = n, 即 等 精度 测量 算术 平均 值 z 的 “可 ” 
为 单个 测 得 值 的 n 售 。 


$ 5 一 3 “ 权 ” 和 精度 参数 的 关系 


上 面 讲 的 例子 ,是 按 测 量 次 数 来 确定 “ 权 ”, 其 前 所 条 件 是 其 他 测量 条 件 相 同 。 若 各 组 的 测 
量 次 数 相 同 ,而 其 他 条 件 不 同 ,如 仪器 精度 、 测 量 方法 、 测 量 人 员 ,环境 条 件 不 同 , 则 其 “ 权 ” 也 应 
该 不 同 。 因 为 “ 权 " 是 代表 测量 的 可 靠 程度 的 ,所 以 应 将 “ 权 ”" 和 精度 参数 联系 起 来 。 用 精度 参 
数 来 定义 “ 权 ” ,更 具有 普遍 意义 。 

现 对 某 量 做 * 次 等 精度 测量 ,各 测 得 值 的 标准 差 及 “ 权 ” 分 别 为 o 及 pp ,其 算术 平均 值 的 
标准 差 及 “ 权 ” 分 市 为 oz 及 志 。 由 于 


i ot 
又 p= np 
证 -于 
攻 p 夸 


“ 权 为 相对 的 比值 , 故 可 取 p' =1, 于 是 
P= (5 一 3) 
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a 


对 m 组 测量 次 数 不 同 的 上 述 测 量 , 有 


D1 = p= 加 = 本 
1 2 [3 
: 1 1 
故 有 pi : p2 站 Pm 一 2 : 证 a 了 (5 一 4) 
好 和 9 os 


由 式 (5 一 4) 可 得 出 “ 权 ”" 的 一 般 含 闵 ; 即 各 组 测量 的 “ 权 ”p;, 与 各 组 测 基 结果 x; 的 方差 o% 
成 反比 。 人 们 正 是 这 样 来 定义 “ 权 ”" 和 确定 “ 权 " 的 {不 是 用 在 特定 条 件 下 的 不 同 测量 次 数 mi)。 
例 5 一 2 ”lm 米 尺 经 由 3 了 位 观测 者 测量 ,其 结果 如 下 : 
第 一 组 =1 000.045 mm, az =5 pmi 
第 二 组 ”x2=1 000,015 mm, oz, =20 pm; 
第 三 组 xz3=1 000,060 mm, ox =10 pm。 
求 加 权 平 均值 z,。 
.，，,，_ 上 上, 工 , 工 _ie,1， 
解 : 加 0 16:1:4 


0.045x16+0.015Xx1+0.0600x4 


鼓 z=1 000+ 16+1+4 


=1 000.046 mm | 
$5 一 4 ”加 权 平 均值 .x 的 精度 参数 cz， 


对 不 等 精度 测量 ,cz 不 能 用 等 精度 测量 的 贝 塞 尔 公 式 来 求 得 ,但 可 以 先 将 不 等 权 的 测量 
组 的 “ 权 ”, 作 等 权 化 处 理 ,然后 再 计算 如。 ， 


上 述 各 测量 组 的 残 差 为 


Ui Ti Lp 
各 元 的 “ 权 ” 仍 分 别 为 不 同 的 p。 若 取 新 的 变量 喜 =V Bi5;, 则 各 名 的 “ 权 ” pr 为 
位 权 1。 证 明 如 下 ，: 
对 如 "=V Bd; 两边 取 方差 得 : 
D(z ) = pD(5) (WF 为 常数 ) 


即 0 
于 是 有 per P p: 1 
故 p; = 
这 样 处 理 ， 思 作 单位 权 化 ， 即 任 一 一 变量 乘 以 自身 的 “ 权 ” 的 平方 根 后 ,得 到 的 新 变量 的 “ 权 ” 
为 1。 


由 于 元 "= pv 的 权 都 为 1, 等 效 于 等 精度 测量 , 故 可 用 “WY pz ” 代 人 只 塞 尔 公 式 [ 式 
(2 一 7)], 求 单位 权 的 标准 差 节 单 o 即 
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> pa 
"1 (5—5) 
式 中 :， 因 一 一 测量 组 数 。 


单位 权 化 后 的 yp 如 值 ,还 具有 以 下 重要 性 质 , 即 


小 
证 明 与 第 二 章 中 等 精度 测量 的 “ 吕 w =0” 和 “台地 二 最 小 "相同 。 
通过 单位 权 的 标准 差 ou ,可 求 出 加 权 平均 值 z 的 标准 差 of，。 
二 、 加 权 平均 信 的 标准 差 os 
由 式 (5 一 3) 及 式 (5 一 4) 可 知 ， z 


Pos = po =a 


式 中 : 取 “ 权 ”p' =1, 所 以 这 蜂 o 即 为 单位 极 的 标准 差 o 单 。 于 是 有 


= 半天 
‘ Vp: Wn 
式 中 ! zn 一 一 第 i 组 的 测量 次 数 。 

因此 ,全 部 测 得 值 的 总 平均 值 (加 权 平 均值 ) 的 标准 差 为 


-0 


nt 2 tt hm 


= 型 
ON nt 


= 一 侍 -- (5 一 6) 


式 中 : 一 一 测量 组 数 。 
将 ox 按 式 (5 一 5) 代 人 ,得 ; 


(5—7) 


由 式 (5 一 5) 可 知 ,on 十 一 个 可 随 p;( 相 对 比值 ) 的 改变 而 改变 的 数值 ,但 按 式 (5 一 6) 或 式 (5 一 
7) 计 算得 出 的 oz 值 , 则 不 会 变化 ,因为 式 中 根 号 内 的 分 母 中 有 总 请 存在 。 


例 5 一 3 求 上 例 测 米 尺 的 加 权 平 均值 及 其 标准 差 。 
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解 : 将 计算 数据 列 于 表 5 一 1。 


一 22.4 
-31.4 
十 和 .4 


加 权 平 均值 为 
了 =100+ 跳 - 1 000.046 mm 
单位 权 组 的 标准 差 为 
on = pe = $e = 29.6 pm 
加 权 平 均值 的 标准 差 为 


第 六 章 ， 误 差 的 合成 与 分 配 


$6 一 ] 误差 的 传 递 


当 我 们 要 测量 如 图 6 一 1 所 示 截 球体 的 体积 时 ,最 方便 的 方法 是 先 测量 加 截面 的 直径 4 
和 高 魔 h, 再 按 下 式 计算 体积 VI 间接 测量 ): 


下 Fe hh? 
-到 + 卫 ) 
如 果 在 直接 测量 值 4 和 六 中 含有 误差 Ad 和 
Ah, 则 由 VW= 了 f(A,a) 计 算出 的 体积 Y 中 ,也 必然 a 


会 有 误 善 AV ,而 且 与 Ah 和 Ad 之 间 也 有 一 定 的 
函数 关系 :AV = 了 (Ah ,Ad) ,这 就 是 误差 的 传递 。 ITTIII HII IT 777 
由 两 个 (如 Ah, Ad) 或 多 个 误差 值 合并 成 一 AAAANAAOLA 
个 误差 值 (如 AV) , 叫 作 误差 的 合成 。 它 是 间接 NU 
测量 计算 误差 的 基本 方法 。 反 过 来 ,如 上 例 中 已 
知 对 AV 的 要 求 ,进而 要 确定 具体 测量 时 对 Ah 
和 Ad 的 要 求 ,这 就 是 误差 的 分 配 或 误差 分 解 。 
它 是 设计 仪器 和 装置 时 不 可 仍 少 的 步骤 , 即 从 仪 图 6 1 
器 的 总 的 精度 要 求 出 发 ,确定 仪器 各 组 成 部 分 和 环节 (包括 零件 、 部 件 和 装 调 等 ) 的 精度 要 求 。 
要 解决 误差 的 合成 与 分 配 问题 ,首先 要 明确 总 的 合成 误差 和 各 单项 误差 之 间 的 函数 关系 ， 
再 按 它们 之 闻 的 变量 关系 进行 计算 。 这 实际 上 就 是 由 多 元 函数 的 各 个 自 变量 的 增 量 综合 求 函 
数 增 量 或 做 相反 计算 的 问题 。 


3 6 一 2 系统 误差 的 合成 


没有 ?个 直接 被 测量 值 z1，x，,… ,zx ,它们 与 合成 后 的 间接 被 测量 值 y 之 间 的 函数 关系 为 


VY 一 fxs za Tm) 
其 全 微分 式 为 
9 9 9 
dy = 过 dz 十 过 am 十 + 过 dr。 
实际 计算 误 仁 时 ,是 以 各 直接 测量 值 x, 的 定 值 系统 误差 Az; 来 代替 上 式 中 的 dx, , 即 
Ay = Ai 十 An 十 "十 Ar， {6—1) 
3z1 zz 9xm 


以 上 这 种 近似 ,即使 y= 7z;) 为 非 线性 函数 ,对 实 蒜 计 算 精 度 的 影响 也 很 微小 ,可 以 忽 咯 
不 计 。 
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式 中 ,各 3 了 为 误差 传递 系 数 , 杰 称 灵敏 系数 , 即 各 个 定 信 系 统 误差 Az, 合成 到 总 的 定 什 


系统 误差 Ay 中 去 的 传递 比值 。 在 已 知 务 数 y= f(z) 的 各 z; 点 上 ， 尖 均 为 图 定 信 。 


若 以 各 z: 的 算术 平均 什 及 Az 代 人 计算 ， 则 所 得 结果 将 是 平均 什 y 和 Ay ,因为 它们 
之 间 的 函数 关系 是 不 变 的 。 


例 6 一 1 用 弓 高 纺 长 法 测 回 新 半径 (图 6 一 2)， 其 函数 关系 式 为 R= 呈 + 站 今 测 得 臣 
长 * = 500 mm, 弓 高 甩 = 和 mm, 若 已 知 测量 中 有 定 值 系统 误差 ， As =0.1 mm,AH = 
0.05 mm, 求 消除 此 定 值 芭 统 误差 后 的 半径 什 。 


AR = 弘 AH + 到 As = 人 公 -AH + ( 言 }ss 


3 
z 0s -005+ (3 
计算 结果 说 明 ,AH 和 As 对 RR 的 综合 影响 是 使 测 得 (间接 测量 ) 的 R 值 650 mm 小 于 应 
有 值 R', 故 消除 AH 与 As 的 影响 后 ,半径 RR' 应 为 
R’ = 650 + 0.35 = 650.35 mm 
如 在 误差 合成 前 先 修正 AH 与 As, 则 有 


R’ = 如 + 匣 = 000. 0 0 D7 = 650.35 mm 


jx0.1=-0. 35 mm. 


结果 相同 ,但 计算 复杂 一 些 。 
这 里 要 注意 测 芋 误 若 与 测 得 值 对 公称 值 的 实际 偏差 的 区 别 ， 如 5=500 mm, H=50 mm 
为 公称 公 ( 沙 本 尺寸 ) ,As 与 AH 为 测 得 什 对 公称 什 的 实际 偏差 值 ,如 测量 误差 很 小 ,可 和 忽略 涉 


计 , 则 实际 半径 R' 为 


= 650 ~ 0.35 = 649.65 mm 
例 6 一 2 使 用 正弦 尺 对 一 角度 .g: 进 行 测量 (图 6 一 3) ,其 关系 式 为 


, _H-h 
snmp = 
已 知 占 = 50 mm, 有 =20 mm, 上 二 100 mm, 查 表 得 量 块 的 修正 值 AH =0.6 pm, Ah = 
一 0,3 jm, 又 工 的 修正 值 AL =1.5 pm。 求 角度 p 的 实际 值 。 
解 : 令 


_H-h 
y=sing= 7 


Si 人 = 过 地 = 0.3 


六 =172727 
ay =A(lsing) = cspay . 
“cosp =008(172727) = 0.953 94 


又 Ay = = 池 AL + 3 + ah 


因此 有 Ap = 
= sl x 0.0015 + 100 + 10 3 
=0.000 005 ~ 
这 里 要 注意 的 是 AH,Ah 和 AL 不 是 测量 误差 ,而 是 组 成 标准 角度 的 参数 晶 ,h 和 工 的 实 
际 偏差 。 日 的 实际 尺寸 不 是 50 mm, 而 是 50.000 6 mm。 由 直观 即 可 知 , 它 使 p 角 增 大 ,4 = 
一 0.3 pm, 也 是 使 角度 P 增 大 ,AL =1.5 pm, 使 g 角 减 小 ,三 者 综合 影响 是 使 p 角 增 大 Ap 
T。 


这 样 ,测量 时 即使 指示 表 在 左 、 右 商 点 的 示 值 相等 ， 被 测 角 度 也 不 是 p= 17'2727 ,而 是 实 


际 角度 py : 
P = +Ap =172728 


以 上 讲 的 都 是 定 值 系统 误差 ,至 于 变 值 系统 误差 ， 其 合成 非常 复杂 ， 往往 难以 计算 , 故 宜 在 
合成 前 先 做 修正 或 消除 。 至 于 不 定 系 统 误 效 , 按 传 统 习惯 旺 当 作 随 机 误差 来 处 理 ,这 个 问题 ， 
后 面 还 要 谈 到 。 


$ 6 一 ? 随机 误差 的 合成 
随机 误差 是 用 标准 差 o( 或 其 估计 值 标准 差 o.) 或 极限 测量 误 益 8， 来 表示 ,随机 误差 的 
合成 ,主要 是 在 一 定 置 信和 概率 条 件 下 精度 参数 o 或 Si 的 合成 。 
由 前 画 可 知 ,各 直接 测量 值 x 与 合成 后 的 最 值 y 之 间 的 一 般 函 数 关系 为 


入 二 fx ras Tm) 
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设 对 各 z; 值 都 重复 测量 * 次 ,其 随机 误差 gz ifi=1 一 ma，j=1 一 2 如下， 
对 zi 有 Br arln 
对 za 有 8031,8r2 6ray 


对 zw 有 BTm1 ,OTm2 Orin 
相应 地 对 y 有 总 1， 人 yo ， Uy 0y, 


纵向 归纳 , 按 式 (6 一 1) 可 得 以 下 种 式 ，; 


a 9 9 
By1 三 2 gen + DF gr 十 十 Lg 
了 Ti .72 Gk 


9f 


-2 3f ,af . 
Sy2 = ri 十 EE 二 十 D2 dem? | (6_2) 
6y, = 过 az 十 过 io 十 十 an 
将 以 上 和 式 一 一 平方 后 得 ; 
af 2F 1 Dr 2 
人 人 人 ja 人 je] 
3£ .3f 
+ 和 2 dr: 9 i 
af 1 af 12 gf 2 
.3 (6—8) 
" 名 9 io 
Br ， af 2 9F 12 
Sy = (起 ) Fz}, + (区 | Brz 十 … 十 (过) Sr 
3f .9fs 8 
， 和 ax; dr i 
将 式 (6 一 3 中 各 分 式 相 加 后 再 除 以 # 取得 标准 差 之 间 的 关系 如 下 :  “… ， 
好 2 > 2 a 2 ss : 
= (过 | 4 
DR z 本 
rg Ek ai 1 


Sad ; 
当 n 足够 大 时 ,一 一 一 一 即 为 随机 变量 ,和 已 的 协 方差 。 写 成 一 般 形 式 , 即 
DZ 


a Ef[z, - E(xz;)][z,; 一 E(x;)]| 


天 


30 


于 是 相关 系数 三 为 


代 人 式 (6 一 4) 得 ， 
2 _ 的 : ( 花 ) Ft 人 ; 


GE zz 
> 1 a ps 
阁 名 测 晤 值 的 随机 误差 是 相互 独立 的 , 且 当 n 适当 大 时 ,相关 系数 (或 兵 方 着 ,3 其 信义 
本 章 第 五 节 还 要 讲 到 ) 为 零 , 则 得 独立 测量 的 计算 公式 如 下 ; 
_ /afYy af 9f 全 
oy = Ez oz, + Ea ) 03 二 :| 这 oa 《6 一 7) 
式 (6 一 6)} 和 式 (6 一 7) 就 是 随机 误差 传递 的 基本 公式 。 
实用 中 ,很 多 函数 形式 为 线性 函数 , 即 


Y= aT1 + dr2 +t "+ Cr 


(6_6) 


， 3 a, = 
故 有 3z1 173az。 一 A -过 三 如 mm 
= (6-_8) 


如 a1= a2=*"=am=1, 则 | 
Fy = 0 + oT + 十 2 (6—9) 
着 按 算术 平均 值 计算 , 则 以 yy 及 I ,Tz， 机 ;Tm 代替 上 列 各 式 中 的 y 及 ,zz | 即 可 ( 包 


括 下 标 )。 和 
一 般 测 量 多 为 独立 测量 ,一 些 弱 相关 (相关 系数 很 小 ) 的 情况 也 近似 地 当 作 独立 测 最 对 待 。 


对 特定 的 分 布 ,如 正 态 分 布 , 当 各 原始 误差 都 取 统 一 的 置信 概率 来 估算 极限 测量 误 营 Slim 
时 ,可 用 5 代替 上 式 中 的 标准 差 oz, 因此 有 
aF 2 af 12 BF 2 
3b, = (并) Be + 蓄 ) Bs, + + (过 5 (6 一 10) 


gz i 


二 、 随 机 误差 合成 中 的 置信 概率 


随机 误差 的 合成 ,不 受 概 率 分 布 不 同 的 限制 ,但 为 了 方便 和 统一 ,各 原始 误差 应 取 相 同 的 
置信 概率 。 这 样 ,合成 后 的 误 盖 也 取 相 同 的 重信 概率 。 由 前 面 知 
Stim, 三 土 ti 
式 中 ,置信 系数 二 不 仅 与 置信 概率 如 有关, 而 且 还 与 概率 分 布 有 关 。 同 一 置信 概率 如, 分布 
不 同 , 也 不 同 。 当 然 ， 同一 分 布 ,如 不 同 ,t; 也 相向 。 不 同 的 分 布 ， 可 拥 不 园 的 .二 值 来 保证 
各 的 一 致 。 
如 有 方 = 元 十 元 2，Z1 的 重复 测量 次 数 较 多 (如 #1 = 30), 服从 正 态 分 布 而 x2 因 某 种 原 
?1 


因 , 测 量 次 数 较 少 (如 n; 一 8), 按 上 分 布 对 待 , 若 取 置 信 概 率 p,=0.95, 则 有 


or 
Blimz, = 土 zoz =+1.96 一 二 二 0.36c。 
1 
gz, 
Blimz, =+ tos, =+ 2.31 一 ~+ 0.820,, 


?2 
关于 置信 概率 的 取 值 及 常见 主要 分 布 的 置信 概率 和 置信 系数 ,可 查阅 第 二 章 有 关 介绍 及 
表 2 一 9。 


例 6-3 令 有 而 = 加 2 一 加 , 求 加 权 平 均值 坟 的 标准 差 w 和 各 oi 的 关系 。 
和 : 、 
解 : 
22 _ pi 2z2 _ 疡 2 97p _ bn 
Az Dp 2 Dp I Dp 
代 人 式 (6 一 7) 有 
Np 
如 为 等 精度 测量 , 则 pp1 = 2 二 … = ps。 每 组 只 测 一 次 , 即 oz = os =o, 于 是 有 
Na Jg 
0 二 Fs 三 2 三 厅 


由 此 也 可 说 明 ,等 精 诬 测 量 可 看 作 是 非 等 精度 测量 的 一 个 特例 。 
例 6 一 4 已 知 y= ry 2122573 的 服 从 正 态 分 布 , 求 y 与 妆 之 间 相 对 误差 的 关 


系 。 
解 : 
52 = baz 1 
CE 
这 = kbrirs 1 zs 
2 
2 = kcxi 鸡 区 1 
.TT3 
按 式 (6 一 8) 有 
(as 六 = (az x5) (ne, 7 
+ klbrtrh 1 24) (Sim,) 
| + 有 (cz 区 9 ') (hms ) 
对 上 式 两 边 同 除 以 y 再 开 方 得 
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例 6 一 5 按 例 6 一 2 的 正弦 尺 测 角度 ,用 50 mm 和 20 mm 的 5 等 量 块 , 查 表 知 其 测量 不 多 
定 鹿 分 别 为 
H= 50 mm, Up = 0.8 pm 
k= 20mm, UW, = 0.6 pm 
《置信 系数 即 包 售 因 子 丰 = 3) 
又 检定 正 莹 尺 尺 寸 工 =100 mm 的 测量 不 确定 度 UL =1 pmt&=3)。 求 角度 9 的 最 后 测量 结 


H-h 
果 (sing= 一 )。 
解 : 参照 式 (6 一 10) 可 用 测量 不 确定 度 U 代替 Bin( 详 见 第 七 章 ), 于 是 有 ， 


EAA 


eosp 
af_1 3 Lao-_ 
aH La L939L 工 
代 大 后 得 ; 
~ 1 0.000 8 0.000 6 /50~-20 ; 
Us =07953 94 ( 100 )+ Co 100 +| 100 ) x {0.001) 
-0.001 /0.85 
0.953 94% 104 


=0.000009 66a~27 (k= 3) 
故 pg=172728" + 


$ 6 一 4 ”误差 合成 原理 的 实际 应 用 


误差 合成 是 精密 测量 和 精度 设计 中 广泛 应 用 的 一 种 基本 方法 ,下 面 就 测量 方面 的 替 讲 应 
用 进行 介绍 。 
一 、 问 接 测量 的 误差 合成 
看 差 合成 是 间接 测量 数据 处 理 的 重要 步 双 。 前 面 已 经 介绍 一 些 例子 ,这 里 不 再 重 述 。 


二 、 分 析 确 定 最 有 利 的 测量 条 件 
所 谓 景 有利 的 测量 条 件 , 是 指 按 该 条 件 测 量 能 使 合成 后 的 函数 误差 为 最 小 。 由 前 面 式 
(6 一 1) 《66)(6 一 7) 可 知 ,要 使 合成 后 的 函数 误差 最 小 ,应 设法 使 各 个 传递 系数 fri 都 
减 到 最 小 ,最 理想 是 都 等 于 零 ,但 这 是 不 可 能 的 。 在 实际 工作 中 ,只 能 要 求 尽 可 能 使 主要 的 
aazi 减 小 , 当 3Fvari 都 碱 小 到 最 小 限度 ,这 就 意味 著 测 量 条 件 是 最 有 利 的 。 
例 6-6 分 析 用 己 高 纺 长 法 测 图 白 半 径 的 最 有 利 测量 条 件 ( 参 看 例 6 一 ! 及 图 64)。 
解 : 测量 的 函数 关系 式 为 


误 盖 关系 式 为 
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AR = 了 AH + hs 


-站 人 -让 )aa+ 帝 ] 


-+[( — cot S)an + cot 


9 必须 小 于 90” ,否则 不 是 测量 纺 长 , 故 志 是 在 0 一 4 之 间 , 相 应 的 cot 人 什 在 oo 一 1 之 间 。 


人 织 -= 了 二 (1- oop < 9)= 0, 则 有 co $= ,=45， 即 2 下 也 为 最 小 值 。 全 不 能 等 于 4 ,但 
越 接近 45' 越 好 ， 由 此 可 得 出 结论 ， 测量 时 ,的 位 置 站 基 近 直径 (好 9 207) 越 有 利 。 


例 6 一 7 分 析 用 正弦 尺 测量 角度 的 最 有 利 测量 条 件 ( 参 看 例 6 及 图 6 一 3)。 
解 : 测量 的 函数 关系 式 为 


| 
2 As 


F 


一 下 


sing = 二 一 
误差 关系 式 为 . 
”1 [3y 9y dy 
Ap -于 AL + aH zw ] 
_1 [i (Hh) _ 
-zl- 一 7 AL+ 工 LH | 
或 Ay = i singAL + AF - Ah) 


要 使 学 ， 9y 1 908 则 要 求 Lo 及 pg 一 0。 实 际 上 正弦 尺 的 尺寸 上 为 
有 限 的 标准 值 (100 和 200 ram 或 其 他 常 信 ) .而 p=0, 测 量 即 失去 意义 。 但 由 上 述 可 知 ,被 测 


角度 越 小 ,测量 的 精度 越 高 , 故 正 纺 尺 不 宜 用 于 测量 过 大 的 角度 ， 
例 6 一 8 分 析 用 三 针 法 测量 螺纹 中 径 的 最 有 利 测量 条 件 ( 图 6--5)。 | 


山 


/CHiN 


7 
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解 : 测量 的 函数 关系 式 为 


hh= Md Sin = 27 
式 中 ;，d2,P 了 ,a 及 一 一 被 测 螺 纹 的 中 径 、 媒 距 和 村 型 半角 ; 1 
zu 一 一 测 针 直径 ; 
对 一 一 直接 测 得 尺寸 。 
其 误差 关系 式 为 
ad 9 
Ad2 = FAM +3 Ado + FEAP + A 
3 人) 
ad ad, ad 
式 中 ， Tl; 3 32 "3 2 为 避 数 (因为 a 为 常数 ) 。 
所 以 Ad, = AM 一 1+ jw cot AP 
si 2 2 2 
1 人 Pp a 
+ ， (aocoe & 了 人 和 


3 Pp 
由 式 中 可 知 ,欲求 最 有 利 测量 条 件 ,只 有 使 -=dooos 邱 -了 =0 | 
(3) 
即 do = 了 : - 人， 


200 7 


测量 时 按 被 测 螺 绞 的 螺 拭 选用 最 佳 直 乱 的 测 针 ,就 是 根据 此 式 确定 的 。 
三 、 分 析 和 选择 测量 方法 
对 同一 被 测 对 象 , 用 精度 相同 或 相近 ,操作 难度 也 差不多 的 量具 仪器 去 测量 ,可 能 有 几 种 
测量 精度 不 同 的 测量 方法 。 遂 过 分 析 和 计算 ,应 尽量 按 精 度 最 高 的 方法 进行 测量 。 若 某 一 测 
量 方法 的 测量 精度 不 能 满足 测量 要 求 , 也 应 分 析 .明确 其 影响 测量 精度 的 主要 环节 ,并 采取 改 
善 措施 ,使 其 满足 测量 精度 的 要 求 。 


例 6 一 9 测量 如 图 6--6 所 示 了 两 轴 的 中 心 距 工 , 有 3 利 癌 拉 负重 方法， 
[A di 

《打工 三 工 1 一 到 

(2) L=L2+ 字 + 匀 

工 1 

(3) L= 卫 + 了 

如 各 基本 尺寸 为 如 1 二 =20 mm, L=80 mm, 出 Li=100 mm,;L2= 的 mmo 

已 知 测 工 ; ,上 ,dd1,d? 名 及 限 测 生 湛 闫 如 下， 
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StimL,, =+ 100 pm 
Duur = 土 130 pm(L2 为 内 尺寸 ) 
Sma, = Omg, = 土 8 pm 
试 选择 最 性 测量 方法 。 
解 : 按 式 (6 一 10) ,以 上 3 种 测量 方案 相应 有 
1 3 3 
(1 sz- [二 | 5+ 34 | w+ ( 远 | Bm, 
2 1 2 1 2 
=1 xl00+ (二 x80+ (二) x80= 13 200 ja 
Btn = tv 13 200= +115 pm 
_/aLyY 3 3 全 
(2 st = (3 s+ | 远 st( 远 | Sh, 
-PPxl30+ (1) xeo+ (3) xa0=20 100 2 
一 2 2 mm | 
Be = + D100= +142 pm 
{lary LY» {iY 1Yy _ 
3) bt 5 (5 (3) x1007 + (3) x 130 =6 725 pm 
Ben = tv6725= +82 pm | 
计算 结果 表明 ,第 三 种 方案 的 测量 精度 最 高 。 第 二 种 方案 精度 最 低 ,因为 它 要 测 3 个 参 
数 , 而 且 其 中 有 一 测量 精度 较 难 保证 的 内 尺寸 >。 
例 6 一 10 测量 如 图 6 一 7 所 示 样板 尺寸 ,s =108 mm, 角度 a= 1336'35 +20"。 采 用 


如 图 所 示 之 间接 测量 法 , 先 测 出 精密 圆柱 (可 用 三 针 法 测 螺纹 的 测 针 ) 上 方 母线 至 平板 的 距离 
五 ,再 计算 s 值 ,看 是 否 能 满足 测量 精度 的 要 求 (极限 测 重 误差 不 得 超过 公差 的 30%)? 


解 : 测量 的 画 数 关系 式 为 


_ 4 a 
s 二 日 - (1+ ot?) 
a 角 事 先 已 测 出 ,其 极限 测量 误 盖 5 = 土 7( 土 0.000 034 rad)。 测 针 直 径 d=3.177 


mm, 其 制造 公差 2 = 土 0.5 pm。 为 简便 ,近似 地 取 funz= 土 54。 尺 寸 日 的 Bim 到 浇 于 千 分 
表 的 示 值 变动 性 ( 土 0.5 pm) 和 量 块 组 的 误差 ( 土 0.5 km)。 故 有 


f 
} 


Bin = VO.N+0.P =+0.7 pm 
测量 的 误差 关系 式 为 。 


a 


as _ .1 13"3639 
3 =- 了 (1+ oe )=-4.7 
3 4d _ 3.177 2 55 
da a dein6'4818 

4sin > 


代入 后 得 ; 
bi =+t VIXO0.F+(-4.7 xX0,F+ 55 x0.000034 
2.4 pm 
2.4 pm 已 接近 公差 值 3 hm, 显然 测量 精度 过 低 。 
分 析 三 项 误差 因素 可 知 : 洲 小 655 主 要 洁 提 高 测 微 表 ( 千 分 表 } 和 量 块 的 精度 ,潜力 有 限 ， 


且 传 递 系数 2 = 1 , 远 小 于 其 他 两 项 。23 = 55, 最 大 ,但 8 极 小 ,影响 可 忽略 。 2 -47 
aH do ad 
和 二 ,一 一 


jj? 一样, 都 是 常数 ,所 以 提高 测量 精度 主要 看 6im 能 否 减 小 。 


如 用 高 精度 仪器 以 高 “等 * 量 决 来 检定 测 针 直径 d ,其 检定 误差 可 小 到 土 0.1 pme 这 样 ， 
Gtimad 可 取 土 0.1 pm, 而 不 是 土 0.5 pm( 使 用 时 尺寸 4 取 实 际 尺寸 )。 于 是 有 


Bi wt VI XOFT(- 4.7) x0.L +0.84 pm 
尺寸 :的 公差 =3 pm。 : 
则 2 = 十 = +28% 
这 样 就 满足 了 测量 精度 的 要 求 。 
四 、 测 量 误 差 的 分 配 
在 间接 测量 中 ,有 时 要 根据 间接 被 测 参数 (尺寸 ) 总 的 极限 测量 误差 要 求 ,来 确定 各 个 有 关 
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的 直接 测量 参数 (尺寸 ) 的 测量 误差 要 求 ,并 据 以 选择 测量 方法 。 由 于 各 直接 测量 参数 大 小 不 
一 ,重要 性 不 同 ,测量 的 难 易 程 度 也 不 一 样 ,所 以 分 配 到 的 误差 值 也 应 不 同 。 
具体 进行 误差 分 配 时 ,可 先 设 各 个 “(3 了 /9z;) Simz "都 相等 , 求 出 各 个 Ban 值 , 再 互相 合 
理 调配 ， 但 最 后 仍 需 满足 误差 关系 式 的 要 求 。 


例 6-~ti， 测量 一 俩 柱 体 的 体积 ,V = zx ,要 求 相 对 误差 不 超过 1% , 试 决定 用 什么 量 
具 来 测量 其 直径 DD 和 高 h? 已 知 门 A 生 =20 mnm, 有 人 区 =50 mmo 
解 : 


“ 2 
多 = = sw x 50 = 5 000r(mm)? 


dmv =V xX1% = rmm) 


a 1 
ap = Dh = S00r 


av DD 
9p 14 = 100n 


2Y、 


于 是 有 (Biov voy, (HY) Ga 
-2() (Banp) 
.Buy = 42 Pin 
50r = + 2500r6 mp 


Gimp =+0.007mm 
同样 可 求 得 : 
Bink 三 土 人 0.35 mm 

这 样 的 测量 精度 要 求 , 可 用 游标 卡尺 来 测量 。 查 游标 卡尺 检定 规程 , 知 分 度 值 为 0.1 mm 
的 游标 卡尺 测量 0 一 300 mm 尺寸 时 , 示 值 误差 允许 值 为 上 0.1 mm 用 来 测量 高 度 天 是 很 党 
裕 的 (0.1 mm<0.35 mm) ,但 测 直径 DD 就 不 行 了 (0.1 min>0.07 mm)。 测 直径 姜 可 用 分 朗 
值 为 0.05 mm 的 游标 卡尺 ,其 示 和 误差 介 许 值 为 +0.05 mm( 小 于 0.07 mm)。 

我 们 可 不 按 (3V/9D)Simp = (3VY/9h) Gl 来 分 配 误差 。 先 设 定 用 0.1 mm 的 游标 卡尺 
测量 直径 口 , 即 先 取 Blan = 土 0.1 mm， 再 核算 $i 。 


2 2 
(Bunv) = (HE) (Bim) + (Gr) (Sim) 
fsS0r)2 = (S500r)? x (0.1)2 + (100r)? x (Bi 
全 im =0 
这 显然 不 合理 ,也 就 是 说 ,由 于 5 很 大 , 故 Sun 不 能 等 于 或 大 于 土 0.1 mm。 
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6 一 5 相关 回 题 
当 各 有 关 淹 得 值 x; 的 随机 误差 之 间 存 在 相关 关系 时 ， 六 的 计算 式 要 用 式 (6 前 


与 误差 相互 独立 时 计算 误差 所 用 的 式 (6 一 7) 是 明显 不 同 的 ,后 者 没有 多 3 学 Soo “这 一 
相关 项 。 相 关 项 的 主要 问题 是 要 确定 相关 系数 p; , 当 zc, 的 数目 很 多 时 ， 计 和 相当 复杂 


、 相关 的 基本 概念 


一 个 变量 的 变化 , 受 另 一 变量 的 影响 , 且 两 变量 之 问 有 一 定 的 非 巩 数 的 统计 关系 , 则 此 两 
庆 是 直 关 站 间 的 统 计 关 系 了 相关 关系 
实际 工作 中 过 到 的 相关 关系 ,多 为 线性 相关 。 相 关 的 密切 程度 ,可 用 相关 系数 ov 来 表示 ， 
如 有 zy 两 上 变量 ,其 对 应 的 取 值 如 下 ， 
Tm 
DVN 3 Ym 
将 以 上 对 应 值 以 点 P(x;,y,) 的 形式 标定 在 图 6 一 8 所 示 坐 标 上 。 


《ay by 
图 6 一 8 
在 图 6 一 8(a) 中 ,各 对 (zi ) 值 之 间 无 明显 的 带 规律 性 的 关系 , 即 不 相关 。 图 6 一 8(b) 
中 ,z, 与 yw 之 间 有 了 明显 的 联系 , 即 xz 增 大 (或 减 小 ),y 也 增 大 (或 减 小 ) ,因此 x 与 y 是 相关 的 ， 
且 有 明显 的 线性 由 关 关 系 , 它 可 用 直线 方程 来 近似 表示 。 下 面 分 两 种 情况 来 分 析 。 
1. 3 随 x 的 改变 而 变化 
这 可 用 方程 y= ymz 来 表示 [图 6 一 9(a)], 选 坐标 通过 原点 比较 简 使 。 
直线 方程 y= mx( 简 单 地 说 即 mx 值 ) 应 按 最 小 二 乘法 的 原则 i 详 见 第 八 章 } 来 确定 。 如 图 
6 一 9(a) 所 示 , 即 要 求 ， 
2 (ay)2 = > (yi - mzi)? = 最 小 


设 M =E[Ay:] = E[(y: — mzri):] 
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图 9 


=E[yi] + miE[z?] ~ 2mE[ zy,] 


令 = 

即 5 已 =0+2mB[z 和 一 2B[zot]=0 
于 是 得 站 
即 最 能 表示 x 与 y 关系 的 最 佳 直线 方程 为 


下 


这 里 ,cov(x ,y) 为 随机 变量 x 与 y 的 协 方差 。 
将 上 式 两 边 同 除 以 o,, 由 式 (6- 一 5) 得 : 


之 = . 工 王 (6—11) 
oy Gy fr 2 


这 样 ,就 引出 了 相关 系数 per,y。 
2. x 随 ? 的 改变 而 变化 
这 可 用 方程 x = m'y 来 表示 [图 6 一 9(b)] ,同样 可 得 到 ， 


+ 
EE (6—12) 
3 Ay oy Fy ， 


如 相关 系数 p,,,= + 或 -1 时 , 则 两 直线 方程 式 (6--11) 与 式 (6 一 12) 都 将 合 一 ,代表 同 
一 直线 [图 6 一 10(a) 或 (e)]。 它 表示 z 与 y 完 全 相关 , 即 两 变量 之 间 有 确定 的 线性 函数 关系 。 
ps,y=0, 则 两 直线 分 别 与 =,y 坐标 灿 重 合 [ 疼 6 一 10(c)], 它 一 般 表示 z 与 y 互相 独立 ,不 相 
关 。 但 在 有 些 情况 下 ,并 不 排除 z 与 两 变量 之 间 存 在 某 种 非 线性 关系 ,如 图 6 一 11 所 示 ,x， 
y 之 间 有 抛物 线 关系 。 非 线性 关系 可 用 非 线性 回归 的 方法 处 理 。 相 关系 数 p 一 般 是 在 0 与 
+I 之 间 , 即 -1<p<+1。p 的 绝对 值 较 大 时 ,为 强 相关 ;反之 为 虹 相 关 。 如 变量 x 随 另 一 变 
其 y 的 增 大 而 增 大 , 则 p 为 正 值 , 即 正 相关 ;y 增 大 xz 反而 减 小 ,p 为 负 值 , 即 负 相关 。 

0 


图 6 一 10 


二 、 相 关系 数 的 求法 


相关 系数 有 以 下 几 种 求法 。 

1. 直观 判 斯 法 

直接 测 出 或 求 出 两 误差 Gr; 和 By 的 一 系列 对 应 值 ,将 其 以 坐标 点 形式 P;( 8z;, 6y; ) 标 在 
从 标 图 上 ,如 图 6 一 10 所 示 , 再 估 定 相关 系数 p。 

2. 填 接 计算 法 

对 一 系列 测 得 值 或 求 出 值 x;, y; 直接 按 相 关系 数 的 
定义 来 计算 。 

按 式 (6 一 4) 和 式 (6 一 5) 有 

COv(x ;1 7) 


Pr,y 一 Ca 


(2D) Briy)/n 


| > (zi 一 京 六 Dy - 3} 
Ei " n 


2 (x — EMYy — 5) 


~ 2 {x — I (ys -5 
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采用 直接 计算 法 ,只 有 当 “ 数 据 对 ”的 数目 * 足 名 大 时 ,这 
种 计算 方法 才 有 意义 ,否则 很 不 准确 。 

3. 点 阵 计 算法 . 

将 一 系列 zi , y; 值 ,以 坐标 点 形式 标 在 坐标 图 上 ,如 图 
6 一 12 所 示 。 收 平行 于 y 轴 的 直线 A, 将 图 中 全 部 点 数 左 
右 均 分 ,再 做 平行 于 x 轴 的 直线 卫 , 将 全 部 点 数 上 下 均 分 ， 
并 尽量 使 A.B 两 线 上 无 点 。 设 在 以 A.B 线 所 划分 的 4 个 
象限 内 的 点 数 分 别 为 ai ,zzymsz 和 24, 则 相关 系数 ov ,为 


HI1+ 如 3 
一 008 一 一 一 一 一 一 一 x 
fe N12+ m3+ 4 


公式 证 明 可 参阅 参考 文献 [19]。 当 点 数 较 少 时 ,这 种 
方法 也 不 淮 确 。 
例 6 一 12 今 有 以 下 函数 关系 式 ， 
V1 = a1 + A222 + + Aartn 


y2 = Birt bars + + brrn 


式 中 ,zx1,+2,…, zs 互相 独立 ,服从 正 态 分 布 , 且 为 等 精度 测量 的 直接 测 得 值 。 很 明显 ,x; 增 
大 ,yi 也 增 大 ,ya 也 随 之 增 大 , 故 yj 与 yo 相关 。 试 用 直接 计算 法 求 相关 系数 p,,,, (已 知足 


够 大 )。 
解 : 上 二 | Tr 为 等 精度 测量 值 , 故 有 
Br dr “0 or 
1 2 和 
按 式 (6 一 7) 有 
有 
i=1 
a2 = ba + Gt, + + Bags, = 2 bo 
i=1 
平均 值 为 
可 = aT + aT2 十 十 danTn 
和 = BEL 十 bk2 + 十 brn 
于 是 有 
y1— $1 = ar — TA) + a2(r2 ~ FE2) + "+ anCTa ~ Ea) 
yr Ta bri E10) + bolr2 ~ FE2) + "+ b(n ~ Tn) 
(y1 — FY2 — 32) = 2 apbi(z -z+ Dabi x — Ti) (zt; — Tj) 
i=1 Te 
因 天 足够 大 , 故 
> ap lz — T(z ~ ZO 
于 是 (y1 — F1)(y2 ~ 72) = Dabilzi EY 
由 式 (6 一 5) 有 
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和 2 (yi — BF1) (Yn — Ta) 


Dy 也 
车 
Nay oy 


也 nN N 音 
.2 一 J1)(Y2k — F2) = 2 2 aBil za — Ei) 
下 一 于 EE=1 TS5LL 
NN N 
= qbi 2 zi — 1) :+ a2bi 2 (zo — Za) 
N 
+ + Gb 2 (Lm — Ta) 
二 一直 
NN 
由 于 Dra-EP= Ne =Ne2 (i=1~n) 
x=1 ' 
故 = 加 _ 2 2 
2 yn — T1) (yg ~ Ha) sarbiNo? + arba Na + ~ + anbaNo? ， 
i=1 ' 
= (2 owbe Ne2 
因此 a 
(Dap; Ne? : 
i=1 


Oy,y, 一 


NV Da 098 
a1b1 + a2b2 + "+ anbn 

vattadte +a)Mbf+ + + 06) 

由 于 相关 关系 是 非 函 数 的 统计 关系 ,加 之 实际 工作 中 测量 次 数 有 限 ,所 以 无 论 是 知 讳 或 计 
算 相 关系 数 ,都 难以 做 到 很 准确 。 因 此 ,如 有 可 能 ,最 好 避免 "相关 "。 例 如 有 y= 了 (x1), zz， 
…,zu) 的 间接 测量 函数 式 ,zi 与 zz 相关 ,其 他 zx; 不 相关 。 如 能 有 + 

z = plzt, 72) | 

即 采 取 测 z 值 而 回避 直接 测 zi 和 zx2, 则 


水 二 A(z 3 Ta Ta) 


这 样 ,就 不 存在 相关 关系 了 。 


第 七 章 ”测量 结果 的 质量 评定 


在 工农 业 生产 .科学 研究 ,商贸 医疗 以 及 社会 生活 的 许多 方面 ,都 要 进行 大 量 的 不 同形 
式 .不 同 要 求 的 测量 。 测 量 结 果 的 质量 如 何 ? 是 否 可 信赖 ? 这 是 测量 者 ,测量 结果 的 使 用 者 以 
及 有 关 各 方 最 为 关心 的 问题 。 因 此 ,必须 对 测量 结果 的 质量 进行 科学 的 规范 统一 的 评定 。 


$7 一 1 传统 的 精密 测量 数据 处 理 步骤 
和 测量 结果 的 评定 


一 、 数 据 处 理 步 最 


精密 调 量 某 一 量 值 , 一 般 是 做 多 次 重复 测量 ,得 到 一 系列 测 得 值 xl, rz，… rn 其 数据 处 
理 步 又 其 下 : 

1. 求全 部 测 得 值 的 算术 平均 值 过 , 残 莽 v, 和 标准 差 6， 

按 第 二 章 中 叙述 的 方法 和 公式 计算 。 

2. 判断 有 无 粗大 误差 

接 第 四 章 介 绍 的 方法 和 准则 ,来 判断 数据 中 是 否 合 有 粗大 误差 。 如 含有 , 则 噜 除 含 有 粗大 
误差 的 数据 后 ,再 重新 计算 ,vw; 和 gy。o 

3. 检查 有 元 系 统 误 差 

(1) 如 有 定 值 系统 误差 , 则 设法 消除 或 确定 总 的 误差 修正 值 Ao, 对 算术 平均 值 进行 收 正 ， 
即 到 二 + Ao。 

(2) 如 有 明显 的 变 值 系统 误差 , 则 一 定 要 设法 修正 或 消除 ,并 再 次 计算 ,vw; 和 go 

(3) 如 有 不 定 系统 误差 ,应 估 定 其 大 小 范围 , 当 作 随机 误差 处 理 。 

4. 计算 算术 平均 值 的 标准 站 ex 和 多 次 年 复 测量 的 极限 测量 误差 Alimx 

极限 测量 误差 4 ;= 土 tr, 并 注 明 置信 概率 。: 值 按 正 态 分 布 时 一 般 取 2 或 3。 

5, 确定 测量 方法 总 的 极限 测量 误差 Ba 

写 出 最 后 测量 结果 “元 + Ao 十 Sinz”, 并 注 明 置信 概率 。 

Sinsz 除 含 Atmz 外 ,还 要 考虑 那些 在 多 次 重复 测量 中 ,不 能 充分 反映 出 来 的 随机 人 性 误差 因 
素 和 不 定 系统 误差 ,下 面 用 一 实例 来 说 明 。 

在 臣 式 光学 计 上 用 4 等 量 块 检定 100 mm 的 千分尺 校对 杆 , 共 测 20 次 ,经 以 上 处 理 步 又 
得 : 

x = 100.003 5 mm 
Au =+ 0.47 pm(p = 99.73% ) 
但 还 有 两 项 明显 的 误差 因素 在 多 次 重复 测量 中 不 能 充分 反映 出 来 。 
(1) 量 块 的 检定 误差 Ajme 
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查 规程 知 100 mm 的 4 等 量 块 的 测量 不 确定 虚 为 0.4 um。 量 块 的 这 一 误差 ,是 以 定 值 系 
统 误差 的 性 质 影响 测量 结果 ,但 其 大 小 和 正 负 符 号 都 不 知道 ,只 是 以 一 定 置 信 概 率 估计 在 
+0.4 htn 范 围 之 内 , 它 实际 上 是 属 不 定 系 统 误差 , 按 习 惯 可 当 作 随机 误差 处 理 。 

{2) 温度 误差 AimT 

作为 随机 量 的 温度 波动 误差 (测量 是 在 恒温 室内 进行 ), 存 有限 次 重复 测量 的 很 答 时 间 里 ， 
是 不 能 充分 反映 在 测量 结果 里 的 。 经 按 式 (3 一 7) 计 算 ,得 到 Amr= 十 0.6 ym。 

岗 项 误差 都 按 正太 分 布 以 99.73% 的 置信 和 概率 (与 Ai 相同) 估计 取 值 , 故 测 量 方法 的 总 
的 极限 误差 51 为 


bi = + A + Mlsc + 2 
=+V0.47 +0.4 +0,6 + 1 pm 
量 块 的 修正 值 为 Ao= +0.000 2 mmt( 无 其 他 定 值 系统 误差 )。 
故 最 后 测量 结果 为 
t+ Ag+ Sl =100.0035+0.0002+0.001 
=100.004 + 0.001 mm(p = 99.73%) 
测量 结果 的 质量 好 坏 ,由 总 的 极限 测量 误差 :的 大 小 来 评定 。 
二 、 存 在 的 问 题 
由 以 上 处 理 过 程 可 以 看 出 ,测量 结果 的 质量 评定 尚 存 在 一 些 问 题 ,主要 是 :不 定 系 统 误差 
的 处 理 是 否 恰 当 ? 当 作 随 机 误差 对 待 时 , 它 的 分 布 .置信 概率 以 及 标准 差 如 何 确定 ? 而 且 概 念 
上 也 是 模糊 的 。“ 系 统 "与 “随机 ”的 分 类 在 某 些 情况 下 ,特别 是 在 较 复杂 的 情况 下 ,有 时 难于 区 
分 ,两 类 误 羡 在 一 定 条 件 下 会 互相 转化 ,同时 还 受到 测量 估 员 主观 判断 的 影响 ,难以 统一 。 在 
很 密 情 况 下 ,人 们 对 各 种 系统 误差 的 信息 ,不 能 全 面 掌 握 和 和 了解 。 对 谋 差 合 成 的 方法 ,也 有 不 
同意 见 ; 有 传统 的 以 标准 差 的 平方 和 再 开 方 的 方法 (如 上 例 ); 还 有 在 某 些 情况 下 为 了 结果 可 
重 , 上 张 各 误差 分 量 线性 相 加 ;也 有 人 主张 采用 介 于 这 商 者 之 间 的 协调 方法 。 
色 外 ,名 词 术语 也 不 确切 ,极限 测量 误 益 二 Sin 是 误 盖 可 能 分 散 的 一 个 区 闻 ,本 身 不 是 误 
养 , 是 测量 误差 的 分 布 极限 ， 名 词 术语 不 确切 , 易 引 起 概念 上 的 混淆 。 
为 了 对 测量 结果 进行 统一 的 评定 ,人 们 提出 了 "测量 不 确定 度 ” 的 概念 。 


$7 一 2 测量 不 确定 度 


一 、 发 展 过 程 简介 


不 确定 度 (Unpeertainty) 一 词 , 由 来 已 入。1970 年 前 后 ,这 一 术语 在 一 些 国家 的 计量 领域 
逐渐 被 引用 ,作为 评定 测量 结果 质量 的 定量 参数 。 但 对 它 的 理解 和 直达 方法 还 不 统一 。 

鉴于 测量 不 确定 度 的 重要 性 ,1978 年 国际 计量 大 会 作出 决议 ,要 求 制定 表述 二 确定 度 的 
指导 性 文件 ,以 适应 国际 间 科技 交流 和 贸易 的 迫切 需要 。1980 年 国际 计量 局 在 征求 各 国 意见 
的 基础 上 ,提出 了 “实验 不 确定 度 建 议 书 INC 一 1(1980)”, 规 定 了 不 确定 度 的 评定 和 表达 方式 
的 原则 。 并 委托 能 较 好 地 反映 工业 和 商业 需求 的 国际 标准 化 组 织 (ISD) 牵 头 在 建议 书 的 基础 
,制订 一 个 详细 的 指南 性 文件 ,这 项 工作 得 到 了 7 个 重要 国际 组 织 的 支持 和 赞同 。 由 国际 标 
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准 化 组 织 (ISO) 国际 计量 局 (BIPM) .国际 电工 委员 会 (IEC) 和 国际 其 制 计 量 组 织 (OIML) 提 
名 组 成 的 工作 组 ,于 1993 年 制订 出 了 (测量 不 确定 度 表 达 指 南 》,1995 年 又 作 了 修订 。《 指 南 》 
以 前 述 了 个 国际 组 织 的 名义 出 ISO 正式 颁布 ,作为 这 些 组 织 今后 必 : 须 加 循 的 文件。 《指南 》 迅 
速 在 拓 界 各 国 得 到 广泛 应 攻 。 

我 国 经 过 广泛 深入 的 研究 和 探讨 ,于 1999 年 批准 发 布 了 适合 我 国 国情 的 (测量 不 确定 度 
评定 与 表示 》 计 量 技术 规范 (JJFi059 一 1999) ,内容 原则 上 等 同 采 用 了 上 述 国际 上 的 《测量 不 确 
省 度 表达 指南 ) 的 基本 内 容 , 以 利于 国际 间 的 交流 与 合作 ,与 国际 接轨 。 


二 、 测量 不 确定 度 的 定义 


从 词义 上 看 ,测量 不 确定 度 意味 着 对 测量 结果 的 可 人 莘 性 和 有 效 性 的 怀疑 程度 或 不 能 肯定 
的 程度 。 其 正式 定义 为 :“ 表 征 合 理 地 赋 与 被 测量 值 的 分 散 性 并 与 测量 结果 相 联系 的 参数 。 

首先 它 是 一 个 与 测量 结果 联系 在 一 起 的 参数 。 在 测量 结果 的 完整 表示 中 ,应 有 被 测量 什 
的 估计 值 y( 如 经 过 修正 的 一 系列 测 得 值 的 算术 平均 值 ) 和 测量 不 确定 度 UU, 即 y+ 吕 。 由 于 
测量 误差 的 存在 ,在 对 被 测量 量 信 进 行 多 次 重复 测量 时 , 测 得 值 将 具有 一 定 的 分 散 性 ,而 测 基 
不 确定 度 要 能 表征 这 种 合理 的 分 散 性 。 所 谓 “ 合 理 ” ,主要 是 指 测 量 应 处 于 随机 状态 (对 系统 效 
应 作 了 修正 ) ,并 且 是 在 重复 性 条 件 下 进行 的 。 对 同一 被 测量 值 作 多 次 重复 测量 ,其 测量 结果 
的 分 散 性 可 用 贝 塞 尔 公 式 计 算 , 用 标准 差 表 示 。 

测量 不 确定 度 是 定量 说 明 测量 结果 质量 的 参数 ， 它 本 身 没 有 正 负 号 ,但 当 用 y+ UU 的 形 
式 表 示 测 量 结果 时 , 士 [代表 被 测量 值 的 可 能 分 散 区 间 。 

测量 不 确定 度 可 用 标准 差 x( 即 前 面 的 o 或 ;) 表 示 , 用 标准 差 表 示 的 测量 不 确定 度 ， 称 为 
标准 不 确定 度 。 影 响 测量 结果 精度 的 因素 用 种 ,因此 ,测量 不 确定 度 一 般 包括 若干 个 分 量 ， 
将 这 些 分 量 合成 后 的 不 确定 度 , 叫 作 合成 标准 不 确定 度 , 用 ze 表示 。 ze 也 是 单一 的 标准 状 形 
式 , 对 正 态 分 布 而 言 ,置信 概率 只 有 68% 。 在 一 些 重 要 的 测量 中 ， 要 求 给 出 较 高 的 置信 概率 ， 
为 此 需 采用 扩展 不 确定 度 U,( 下 标 p 表示 车 信和 概率 )， 它 是 合成 标准 不 确定 度 zw。 的 信教 。 
即 : 
| Up = kue 

上 为 包含 因子 (置信 系数 ) ,一 般 取 2~3, 值 不 同 ,置信 概率 也 不 同 。 这 种 形式 ,与 前 十 讲 
的 极限 测量 误差 全 有 相似 之 处 。 一 般 测量 结果 就 表示 为 y+ Us，,y 为 被 测量 值 的 估计 值 。 

三 、 标准 不 确定 度 的 评定 

评定 不 确定 度 , 实 际 上 就 是 对 测量 结果 的 质量 进行 评定 。 不 视 定 度 按 其 评定 方法 分 为 A， 
B 两 类 ,可 用 wn, us 表示 两 类 方法 评定 的 不 确定 度 。 

1. A 类 标准 不 确定 度 的 评定 

A 类 不 确定 度 是 用 统计 分 析 方 法 评定 的 不 确定 度 。 即 对 某 被 测量 值 进 行 等 精度 的 独立 的 
多 次 重复 测量 ,得 出 一 系列 测 得 值 x;( 即 测量 列 )。 通 党 是 以 测量 列 的 算术 平均 值 z 作为 被 测 
量 值 的 估计 值 ,以 z 的 标准 差 ss( 即 ez) 作为 测量 结果 的 A 类 标准 不 确定 度 wh。 

;的 具体 计算 方法 ,前 面 第 二 章 中 已 有 详细 介绍 ,这 里 不 再 重复 ， 单 次 测量 的 标准 差 jc) 
值 一 般 是 用 贝 塞 尔 公式 计算 。 重 复 测量 次 数 ” 越 多 ,A 类 不 确定 度 的 评定 越 可 靠 ,一 般 z 应 
大 于 5。 当 人 类 不 确定 度 分 量 占 合成 标准 不 确定 度 的 份量 较 大 时 , ” 应 大 一 些 ,相反 可 小 一 
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2. B 类 标准 不 确定 度 的 评定 
B 类 不 确定 度 是 用 不 同 于 A 类 评定 的 方法 , 即 用 非 统 计 分 析 的 方法 评定 的 不 确定 诺 。B 

类 评定 方法 在 实际 工作 中 上 应 用 很 多 ,因为 有 的 不 确定 度 无 法 用 A 类 评定 ,或 虽 可 用 A 类 评定 ， 
但 不 经 济 可 行 , 男 外 ,还 有 和 态 类 评定 不 能 包括 的 分 量 。 

(1) B 类 评定 的 信息 来 源 

B 类 评定 要 利 册 能 反映 测 得 值 x; 分 布 变 化 的 有 关 信 息 和 资料 ,其 主要 来 源 如 下 : 

包 以 前 的 测量 数据 ; 

加 对 有 关 技 术 资 料 和 对 测量 仪器 特性 的 了 解 和 经 验 ; 

号 生产 部 门 或 研究 部 门 提供 的 技术 说 明文 件 , 包 括 测 量 仪器 的 精度 资 对 ; 

外 校准 证 书 ,检定 证 书 或 其 他 文件 提供 的 数据 及 准确 度 等 级 ,包括 目前 暂时 还 在 使 用 的 
极限 测量 误差 值 等 ; 

坊 技术 手册 或 某 些 可 靠 资 料 给 出 的 参考 数据 太 其 不 确定 度 等 等 。 

利用 以 上 资料 进行 B 类 标准 不 确定 度 评定 时 , 训 求 评定 者 其 有 一 定 的 分 析 能 力 和 经 验 ， 
能 根据 不 同 的 信息 资料 作 相 应 的 处 理 。 

(2) B 类 评定 的 概率 分 布 估 计 

进行 马 类 评定 时 , 常 需 分 析 实 际 情况 ,对 测量 值 作出 分 布 佰 计 .， 常用 的 分 布 有 以 下 儿 种 ; 

全 正 态 分 布 

测 得 值 的 分 布 一 般 多 服从 正 态 分 布 。 许 多 次 重复 测量 测 得 值 的 算术 平均 值 , 按 正 态 分 布 ; 
被 测 值 Y 给 出 扩展 不 确定 度 ,而 对 其 分 布 又 没有 特殊 说 明 时 ,估计 值 y 可 按 正 态 分 布 对 待 . 
当 测 量 值 受到 多 个 独立 误差 因素 的 影响 , 且 影 响 的 大 小 相近 , 亦 估计 为 正 态 分 布 。 

对 已 知 扩展 不 确定 度 U, 和 置信 概率 p 的 下 态 分 布 ,其 日 类 标准 不 确定 度 un 为 
Lo 
中 
式 中 为 包含 因子 ,根据 置信 概率 p ,得 正 态 分 布 表 ( 附 录 表 1) ,要 注意 LU 和 us 均 为 正 态 分 
布置 信和 区间 的 半 宽 。 常 用 的 p 与 上 的 关系 见 表 7 一 1。 


家 7 一 1 正 态 分 布 傅 况 下 p 与 k 的 关系 


i 


加 信和 概率 外币) 


包 合 网 子 名 


多 上 分 布 
如 已 知 扩 萎 不 确定 度 U, 和 置信 概率 p 之 外 ,还 给 出 了 有 效 自由 度 5, 则 必须 按 + 分 布 处 
埋 。B 类 标准 不 确定 度 ws 为 


tp(v) 查 1 分 布 表 , 即 附 录 表 2 中 的 4。 . 
例如 校准 证 书 上 给 出 标准 值 为 500 g 的 硅 码 的 实际 质量 mm = 500.000 78 g, 并 给 出 xm 的 
测量 结果 的 扩展 不 确定 度 [ss = 48 mg{ 置 信和 概率 为 0.95), 有 效 自由 度 为 0。 查 + 分 布 表 知 
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ts5(30)=2. 叫 , 故 也 类 标准 不 确定 度 为 : 


@ 均匀 (矩形) 分 布 

车 知 测 基 居 计 值 z 落 在 区 间 (xw 一 a， z+a) 内 的 概率 为 1， 且 在 区 间 内 各 处 出 现 的 概率 相 
等 , 则 X 服从 均匀 分 布 , 其 标准 不 确定 度 ws 为 

三 
HB = 万 《天 -3) 

以 下 各 因素 产生 的 测 得 值 分 向 , 均 为 均匀 分 布 :数据 修 约 ;数字 式 测量 仪器 对 示 值 量 化 (分 
辩 力 ) 的 影响 ;测量 仪器 的 滞后 和 麻 扩 效应 ; 按 " 级 ” 使 用 的 数字 式 仪表 及 仪器 的 最 大 允许 误 可 ; 
测量 仪器 度 盘 或 齿轮 的 回程 误差 ;平衡 指示 器 调 零 不 准确 等 等 。 

多 三 角 分 布 

， 当 已 知 测量 估计 值 zx 落 在 区 间 (x - 0， z+ a) 内 的 概率 为 1， 且 佑 计 值 受到 两 个 独立 的 相 
同 或 相近 的 旦 具有 均匀 分 布 的 因素 影响 ， 则 > 服从 三 角 分 布 ,其 标准 不 确定 度 za 为 ; 


cm= 访 (R = 6) 


两 个 相同 均匀 分 布 的 合成 , 即 形成 三 角 分 布 。 

加 反正 弦 分 布 (U 形 分 布 ) 

度 盘 偏心 引起 的 油 角 误差 以 及 正弦 振动 引起 的 位 移 谈 化 等 , 均 将 使 测量 居 计 值 x 肢 稚 避 
正弦 分 布 。 如 工 在 区 同 (~ a, 工 十 a) 内 的 概率 为 1, 则 其 标准 不 确定 庶 ws 为 

: a 
KB = 万 (& =12) 

(3) 计量 器 具 的 BB 类 标准 不 确定 度 

计量 器 上 的 测量 不 确定 度 , 在 合成 不 确定 度 中 常 占有 重要 的 地 位 。 恕 进行 A 类 评定 ; 计 
量 器 具 的 不 确定 度 分 量 常 能 全 部 或 大 部 分 反映 出 来 ,这 时 只 要 注意 分 析 鉴 别 出 那 些 在 多 次 重 
复 测量 中 不 能 反 晓 出 来 的 计量 器 具 的 影响 分 晤 , 另 作 马 类 评定 ,如 微 差 比 较 测量 中 量 块 的 检 
定 误差 的 影响 等 。 | 

如 对 计量 器 具 的 标准 不 确定 度 做 了 类 评定 , 则 应 注意 : 

@ 对 按 “ 角 "使 用 的 计量 峰 具 

实际 工作 中 ,测量 仪器 按 “ 级 "使 用 的 启 多 。 

当 计量 器 具 检 定 证 书 上 给 出 准确 度 级 别 时 ,可 按 检 定 规 程 所 规定 的 该 级 别 的 最 大 允许 误 
着 十 A 进行 评定 。 一 般 采 用 均匀 分 布 ,得 到 示 值 允 差 引起 的 标准 不 确定 度 分 量 为 


HB = 护 
这 样 计算 的 xz 不 包括 检定 该 器 具 时 所 用 高 级 别 的 计量 器 具 的 不 确定 度 带 来 的 影响 。 如 
不 能 忽略 不 计时 ,还 要 考 碟 这 一 项 不 确定 度 分 量 。 
uB 包括 了 计量 器 其 长 期 稳定 性 的 影响 。 只 要 使 用 的 环境 条 件 不 超出 允许 的 范围 ,就 不 必 
考 碟 环 境 条 件 引起 的 不 确定 度 分 量 。 
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凶 对 按 “等 “使 用 的 计量 器 具 

当 计量 器 具 的 检定 证 书 上 给 出 准确 度 等 别 时 ,可 按 检定 规程 所 规定 的 该 等 别 的 注 量 不 确 
定 度 大 小 , 按 前 面 正 态 分 布 或 上 分 布 的 方法 计算 标准 不 确定 度 分 重 。 其 中 已 包含 检 涯 该 器 具 
时 所 用 高 等 别 计量 器 具 的 不 确定 度 的 影响 。 

当 使 用 该 计量 器 县 的 环境 条 件 偏离 参考 条 件 或 检定 时 的 环境 条 件 时 , 训 考 虑 环 增 条 件 引 
起 的 不 确定 度 分 量 。 

这 类 计 基 器 具 使 用 时 要 对 示 值 进行 修正 ,量具 要 使 用 其 实际 值 。 押 以 要 考虑 器 其 长 期 稳 
定性 的 影响 ,通常 是 把 两 次 检定 周期 之 间 的 示 值 的 差 值 ,作为 不 确定 度 的 一 个 分 量 ,除非 上 一 
等 证 书 给 出 的 不 确定 度 已 考虑 了 这 一 问题 。 


四 、 测 量 不 确定 度 的 合成 


用 上 类 卫 类 方法 评定 的 标准 不 确定 度 xs; 有 许多 个 ,要 将 其 全 成 为 一 个 合成 标准 不 确定 
度 ;以 评定 测量 结果 的 质量 。 各 标准 不 确定 度 ui 及 合成 后 的 xz 都 是 以 标准 差 表 示 的 ,所 
以 它们 的 合成 计算 应 采用 标准 差 的 合成 公式 ( 见 第 六 章 )。 

若 N 个 分 量 因素 对 测量 结果 的 影响 都 是 直接 的 , 则 有 : 


式 中 ， pi 一 一 任意 两 分 量 ww; ,wu; 的 相关 系数 。 
如 各 个 分 重 都 是 独立 的 , 则 mi =0, 上 式 即 为 


=,) > 
著 各 分 量 对 测量 结果 的 影响 是 间接 的 ， 有 某 种 函数 关系 ， 如 被 测量 Y 的 估计 值 y 是 由 N 
个 其 他 直接 测 得 值 zi,zz,……,zN 的 函数 求 得 , 即 
y= f(xirr2"" TN) 
则 估计 值 y 的 合成 标准 不 确定 度 ze 为 


i=1 


式 中 ; 于 了 一 传 过 系数 , 亦 称 屎 全 系数， 


dx 
“在意 册 直 接济 得 人 zi 与 的 标准 不 确定 度 w。 与 ws 的 相关 系数 。 


如 us 与 wz 不 相关 (多 数 情况 如 此 )， 相互 独立 , 则 p;;=0， 于 是 上 式 可 简化 为 


对 不 确定 度 分 量 进行 合成 时 ,应 全 面 分 析 影 响 测量 结果 的 各 种 因素 。 最 好 列 出 影响 测量 
结果 的 所 有 不 确定 度 分 量 的 来 源 。 对 不 能 忽略 的 分 量 ,要 不 重复 ,不 遗漏。 


五 、 测 量 结果 及 其 测量 不 确定 度 的 表达 


完整 的 测量 结果 应 有 两 个 基本 量 ,一 是 被 测量 Y 的 最 佳 估 计 值 y>, 一 般 用 测量 列 数据 的 算 
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术 平 均值 ; 另 一 为 描述 该 测量 结果 的 分 散 性 的 量 , 即 测量 不 确定 度 。 

调 量 不 确定 度 有 以 下 两 种 表示 方式 ， 

1. 用 合成 标准 不 确定 度 表 示 

其 适用 范围 是 诸如 基础 计量 学 研究 以 及 量 值 的 国际 比 对 等 重要 场合 ( 因 为 扩展 不 确定 库 
的 包含 因子 上 有 时 选择 得 不 够 严格 )。 同 时 还 要 有 信息 足够 的 说 明 ,主要 内 容 见 国家 计量 技 
术 规范 JJF1059 一 1999《 测 量 不 确定 度 评定 与 表示 ) 中 的 第 8.3 条 .和 

2. 用 扩展 不 确定 度 表示 

适用 于 一 般 糖 密 测 量 。 扩 展 不 确定 席 U, 等 于 合成 标准 不 确定 度 z. 乘 以 包 会 因 于 有 , 遇 

Us 三 二 we ， | 

测量 结果 表示 为 y+ Lp ,yy 为 被 测量 值 的 居 计 和 值 。 

当 测 得 值 可 作 服从 正 态 分 布 或 近似 正 态 分 布 的 估计 时 ,可 取 刻 =2~3, 大 多 数 情 况 取 尼 = 
2 , 即 相 应 的 置信 概率 为 95% ,这 是 ISO 的 一 些 标准 中 推荐 的 。 如 类 取 3, 则 置信 概率 为 9% ， 
当 服 从 正 态 分 布 ,而且 重 复 测量 次 数 2 一 c 时 ,置信 概率 为 9.73% 。 

如 果 可 以 确定 测 得 值 不 是 正 态 分 布 , 则 不 能 按 外 =2 一 3, 并 取 上 述 置信 概率 来 计算 。 如 测 
得 值 近 做 于 均匀 分 布 , 则 上 与 Lo 之 间 的 关系 如 下 ; 

OD 对 于 Uys, kA=1.65; 

加 对 于 LU， 天 =1.71; 

Us , U% 是 表示 不 确定 度 对 应 年 信 概 率 的 规定 写法 ,不 能 写成 Uo.9s, Lo.9g。 

从 理论 上 和 分析 , 包 售 因 子玉 应 由 :+ 分 布 的 临界 值 乌 (给 出 , 即 

k= (rv) 

fp(v) 即 附录 表 2 中 的 天 ,根据 置信 概率 p 和 合成 标准 不 确定 度 . 的 自由 度 y 查 表 。v 由 下 
式 , 即 由 韦 尔 奇 - 萨 特 思 韦 特 (Welch- Satterthwaite) 公 式 计算 : 


ue 


Ju 一 ut 

式 中 :wx 一 一 各 标准 不 确定 度 分 量 ui 的 自由 度 。 

由 于 各 不 确定 度 分 量 的 自由 度 w 有 时 难于 全 面 掌握 和 确定 ,所 以 一 一 般 测量 可 不 给 自由 
度 , 而 是 按 前 面 介 绍 的 那样 ,直接 取 站 =2 或 3。 

对 工业 生产 和 商贸 等 大 量 的 日 常 测量 ,一般 不 要 求 担 供 测 量 不 确定 度 ,但 前 提 条 件 是 所 用 
计量 器 具 是 经 过 检定 并 处 于 合格 状态 。 

在 给 出 测量 结果 的 不 确定 度数 值 时 ,最 多 只 能 有 两 位 有 效 数 字 , 且 要 与 被 测量 值 的 估计 值 
y 的 位 数 一 致 对 齐 ,多 余 的 要 作 老 约 处 理 。 如 > 为 了 .057 6 mm,U 为 0.027 mm, 则 10.0576 
要 修 约 成 10.058。 

这 里 要 注意 , 当 不 确定 度 的 有 效 数 字 按 一 般 “ 四 会 五 人 ”规则 ( 见 第 一 章 ) 由 两 位 修 约 为 
一 位 时 ,如 第 一 位 数字 较 小 ,将 会 导致 较 大 的 修 约 误差 。 如 将 0.14 修 约 为 0.1, 其 误差 将 
达到 40% ,所 以 当 不 确定 度 的 第 一 位 有 效 数字 为 1 和 2 时 ,应 保留 两 位 有 效 数字 ,大 于 3 时 ， 


大 ”也 适用 于 新 仪器 生产 鉴定 及 大 宗 商 贸 霄 周 等 重要 测量 。 
% 


可 保留 一 位 或 两 位 。 如 0.34 修 约 为 0.3, 误 差 就 只 有 13% 了 。 有 的 国家 还 专门 对 此 作出 了 规 
定 。 | 


六 、 测 量 不 确定 度 与 极限 测量 误差 的 比较 


测量 不 确定 诬 和 极限 测量 误差 都 是 评定 测量 结果 质量 的 参数 。 扩 展 不 确定 度 Ui 与 极限 
测量 误差 6jo 相 似 ,都 是 以 标准 差 为 基础 再 丑 以 与 一 定性 信 概 率 相应 的 包含 因子 ( 置 舍 系 数 ) 
确定 其 值 。 测 量 不 确定 度 不 是 误差 ,误差 是 测 得 值 与 真 值 (约定 真 值 ) 的 差 值 ,而 不 确定 上 度 是 表 
征 被 测 值 的 分 数 性 的 半 区 间 。 极 限 测量 误差 实质 上 也 不 是 误差 ,也 是 一 个 误差 可 能 的 分 散 区 
间 。 

两 者 的 主要 区 别 是 评定 方法 。 极 限 测 量 误 差 一 直 没 有 法 定 统一 的 评定 方法 ,传统 芍 方法 
是 区 别 贿 机 误差 和 系统 误差 {不 定 系统 误差 ) ,分 别 合成 后 背 两 者 相合 成 , 且 有 概念 从 清晰 的 将 
不 定 系 差 按 随机 误差 处 理 的 观点 。 

系统 误差 与 随机 误差 有 时 难以 区 分 , 且 两 者 在 一 定 条 件 下 会 互相 转化 。 洞 量 不 确定 度 握 
弃 了 系统 误差 与 随机 误差 合成 的 概念 ,而 采用 用 统计 分 析 (A 类 ) 和 和 非 统 计 分 析 (B 类 ) 两 种 评 
定 方法 。 将 系统 误差 和 随机 误差 引起 的 不 确定 度 的 分 散 分 别称 为 系统 效应 和 随机 效应 ,两 种 
效应 产生 的 不 确定 度 分 量 , 在 一 定 条 件 下 ,可 以 都 用 A 类 方法 评定 ,也 可 都 用 吕 类 方法 评定 。 
两 种 评定 方法 不 分 优 步 ,可 按 实际 可 能 性 来 选用 。 

由 于 不 确定 度 的 评定 可 不 考虑 影响 不 确定 度 因 素 的 性 质 ,只 考虑 其 影响 结果 ,从 而 简化 了 
分 类 ,使 于 评定 和 计算 , 且 易 于 理解 ,实用 方便 。 

测量 不 确定 度 的 评定 与 表达 ， 要 认真 贯彻 执行 JF1059 “1999《 测 量 不 确定 度 评定 与 表 
示 》。 

测量 不 确定 度 有 一 些 问 题 有 待 进一步 完善 与 发 展 ， 如 卫 闫 评定 时 不 确定 度 分 量 的 分 布 入 
计 , 有 时 办 信息 不 足 难于 处 理 等 。 


$ 7 一 3 测量 不 确定 度 的 评定 和 表示 应 用 示例 


测量 不 确定 度 的 评定 和 表示 一 般 步 骤 如 下 ; 

(1) 根据 测量 任务 ;分 析 和 明确 测量 不 确定 度 的 来 源 , 列 出 对 测量 结果 有 明显 影响 的 不 确 
定 度 分 景 ; 

(2) 用 AAA 类 、B 类 方法 评定 各 标准 不 葡 定 度 分 量 xi ,必要 时 给 出 全 部 分 量 的 自由 度 ; 

《3) 分 析 ui 的 相关 性 ,如 相关 , 则 确定 各 相关 系数 p;, 但 尽 可 能 设法 避免 相关 ;以 简化 计 
算 ; 

(4) 求 测量 结果 的 合成 标准 不 确定 度 和 扩展 不 确定 度 ; 

(5) 作出 测量 不 确定 度 报告 。 

下 面 举例 说 明 

例 7 一 1 在 恒温 室内 用 卧 式 测 长 仪 测量 基本 尺 十 为 $100 mm 的 轴 径 4 ， 站 仪器 检定 证 
书 ,仪器 豆 璃 标尺 在 100 mm 处 的 惨 正 值 C 为 +1.2 pm。 对 轴 径 做 10 次 重复 测量 ,结果 列 于 
表 7--2, 要 求 给 出 完整 的 测量 结果 。 

解 : 在 测量 过 程 中 , 除 仪 器 本 身 的 重复 性 影响 测量 不 确定 度 外 ,还 有 以 下 影响 因 豆 : 
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(1) 在 测 直 径 过 程 中 , 找 对 最 大 示 值 位 置 的 随机 效应 导致 的 不 确定 度 分 量 ; 

(2) 在 被 济 直 径 一 个 对 零 的 不 确定 度 分 量 ; 

(3) 在 男 一 侧 读 数 的 不 确定 度 分 量 。 

但 由 10 次 独立 重复 测量 的 数据 计算 出 来 的 标准 不 确定 度 wa(A 类 不 确定 度 ), 已 包括 了 
以 上 3 项 因素 的 影响 , 故 不 用 再 对 这 些 分 量 进行 评定 和 重复 合成 。 测 量 是 在 条 件 良好 的 恒温 
室内 进行 ,被 测 件 和 仪 圳 测量 前 经 过 稀 温 处 理 , 放 温度 变化 对 不 确定 度 的 影响 很 微小 ,可 和 忽 辕 
不 计 。 因 此 合成 标准 不 确定 度 可 由 测 得 数据 直接 计算 得 出 。 


囊 7 一 2 示例 的 测 得 数据 和 计算 


加 收 正 值 C 后 的 平均 轴 径 为 
d=4d+C= 100.0020+0.0012= 100.003 2 mm 
单 次 测量 的 标准 差 sa 为 


Dp 
2 _ 4 -0.67 
sn-1l N10- Hn 


算术 平均 值 了 的 标准 即 标准 不 确定 度 w3 为 


tz 的 自由 上 度 y 为 n -1=10-1=96 
以 置信 概率 p =0.95 给 出 扩展 不 确定 度 Uys, 查 + 分 布 表 (附录 表 2), 得 
tp(Y) = t95(9) = 2.26 
于 是 有 
Uos = tos(9) x wa = 2.26 xX 0.22=0.5 pm 
最 后 测量 结果 为 
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d = (100.003 2 +0.000 5) mm 

如 在 上 述 测 量 后 不 久 又 在 该 仪器 上 测量 另 一 $80 mm 的 轴 径 ,只 测 1 次 , 测 得 信 d] 为 

80.003 inm, 玻 璃 标尺 上 80 mm 处 的 修正 值 C 为 -0.8 pm。 即 轴 径 a 为 
d= ditC = 80.003-0.0008 = 80.002 2 mm 

其 标准 不 确定 度 可 用 B 类 方法 确定 , 即 引 用 上 次 用 A 类 方法 得 到 的 单 次 测量 的 标准 差 

sd! 
$4 = Ha = 0.87 pm 
自由 度 仍 为 “=9, 置 信 概 率 取 0.95,te5{9) 为 2.26。 于 是 扩展 不 确定 度 U5s 为 
Us =2.26x0.67 = 1.5 pm 
最 后 测量 结果 为 
d = (80.002 2+0.0015) mm,p = 0.95。 

例 7 一 2 先 用 分 度 值 为 0.01 mm 的 0 级 于 分 尺 直接 测量 圆柱 体 的 直径 gd 和 高 度 h(d 和 
天 的 基本 尺寸 均 为 10 mm) 各 6 次 ,再 计算 圆柱 林 体 积 了, 并 给 出 最 后 测量 结果 。 

解 :〈1) 测 得 值 的 处 理 

测 得 值 列 于 表 7 一 3。 

表 7 一 3 示例 的 训 得 值 (rmm) 


q 和 的 平均 值 分 别 为 
了 = 10.084 mm;: 站 = 10.110 mm 


计算 体积 V: 
Vy = nash 3,141 6 x 10.084 x 10.110 = 807.4 mm 
4 4 
按 贝 塞 尔 式 计 算 9 和 的 标准 差分 别 为 
=1.M~1.5 pm = 1.8 1.8 pm 
{2) 测量 不 确定 度 各 分 量 的 分 析 评 定 
对 体积 Y 的 测量 不 确定 度 的 影响 因素 主要 有 ， . 
中 对 直径 a 和 高 度 重复 测量 引起 药 不 确定 度 。 其 算术 平均 值 的 标准 不 确定 度 wa(d ) 
和 wa( 有 ) 分 别 为 
ua(d) = 8 = 1.5 pm 
uaA(h)}= 5 =1.8 nm 
式 中 ,下 标 态 表示 用 A 类 方法 评定 。 
@@ 于 分 尺 示 值 误差 引起 的 不 确定 度 。 其 标准 不 确定 度 对 直径 d 和 高 度 产 分 别 为 wa(q ) 
和 wp( 玉 ) ,下 标 台 表示 用 B 类 方法 评定 。 
查 检定 规程 , 测 10 mm 尺寸 时 0 级 于 分 尺 的 示 值 误差 为 +2 pm, 按 均匀 分 布 估计 ,分 布 区 


间 的 半 宽 a =2 jm, 其 标准 不 确定 度 为 
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up(ld) = up(h) = 


鲜 测量 是 在 (20+5) 筷 的 温度 环境 下 进行 的 。 千 分 尺 和 被 测 圆柱 体 的 温差 不 超过 1 人 , 故 
温度 变化 引起 的 不 确定 度 分 量 很 小 ,可 忽略 不 计 。 
@ 函数 关系 式 中 的 近似 数 x 取 3.1416, 其 收 约 误差 很 微小 ,可 忽略 不 计 。 
按 以 上 分 析 , 可 计算 直径 d 和 高 度 h 的 算术 平均 值 的 合成 标准 不 确定 上 度 w(a) 和 weth) 
如 下 : 
ued) = un(d) + wp(d) 
=v 1.%+1.2 = 1.9 pm 
uc(h) =V wah ) + up(h) 
= 1.8 +1.2 = 2.1622,2 pm 
(3) 计算 体积 Y 的 合成 标准 不 确定 度 ze(Y) 


vp (2 aay + (0 ad 


3 ) “ulh) 


aVv ndh xxl10x10 2 
了 = = = 157.1 mm 
ay _xad? xx 2 
Eri i 4 = 78.6 mm 


于 是 有 : . 
ue(V)= V157. Lx0.001 P+78.0 x0.002 2 
= 0.085+0.030 = 0.35 mms 
{4) 给 出 最 后 测量 结果 
对 一 般 精 度 的 测量 ,可 不 计算 自由 度 。 计 算 扩展 不 多 定 度 LP 取 包 含 因子 上 =2, 相 应 的 置 
信和 概率 为 0.95。 
Uos = 2u(V) = 2x0.35= 0.7 mrmm3 


最 后 测量 结果 为 
V = (807.4 +0.7) mm’,p = 0.95 1 。 


第 八 章 ”最 小 二 乘法 和 组 合 测量 


$8 一 1 最 小 二 乘法 原理 


为 了 说 明 最 小 二 乘法 的 基本 原理 ,我 们 先 举 一 个 求 标准 米 尺 温 度 凡 胀 系数 的 例子 。 
米 尺 长 度 : 工 =Lo(1+ at + Bt2)。 这 里 ,Lo 为 米 尺 在 0 时 的 精确 长 庆 ia ,8 为 米 尺 的 混 
度 及 胀 系数 。 
我 们 在 不 同 温度 * 条 件 下 测 出 一 系列 工 值 , 再 据 以 求 a 与 8 值 。 为 了 醒目 起 见 ,以 zy 
来 代表 wx, 有 两 个 未 知 的 待 求 量 , 于 是 有 
卫 = 了 00L+ 丰 十 扫 y) 
进一步 改写 为 一 般 形式 : 
L=artbyt+e 
或 L= Fx,y,a,b,c) 
式 中 ,LL,a,b,c 为 可 测量 和 经 简单 计算 即 可 知道 的 量 ;z ,y 为 待 求 量 。 
设 对 工 和 + 上 各 测 取 = 个 值 , 当 已 知 Lo 时 , 即 可 计算 出 x 组 相应 的 a,5,c 秆 (a = Lot; 6 
= Lot?;c = 上 0), 于 是 可 得 条 件 方 程 组 (或 称 测 量 方 程 组 ) 如 下 ; 
= Fr,ysar bel) 
La = fxsy,a2b21c2) (8—1) 
L, = fT,Y ,ans bn, cn) 
方程 组 中 有 xz,y 两 个 (一 般 为 ma 个 ) 未 知 量 ,从 方程 组 可 看 出 : 
(1) 当 *<m ,方程 有 无 穷 多 个 解 。 
(2) 当 # = 六, 方程 只 有 唯一 解 。 
(3) 当 n>m, 贡 任 选 其 中 xm 个 方程 式 即 可 求 出 zm 个 未 知 量 。 若 取 值 绝对 精确 (不 管 测 
多 少 次 ,结果 不 变 ), 则 所 求 出 的 解 也 将 是 唯一 的 , 即 代 人 其 余 n -mm 个 方程 式 也 能 满足 。 但 
事实 上 因为 不 可 避免 地 有 测量 误差 存在 , 故 将 各 测 得 值 及 求 得 的 解 代 人 其 余 各 式 后 ,并 不 能 满 
足 工 - 了 (zy,a,68,c)=0。 不 过 在 n>m 的 情况 下 , 仍 可 找到 一 组 最 佳 的 或 最 恰当 的 解 ,将 
其 代 人 各 方程 式 后 , 咏 不 能 使 工 一 了 f(x,y,a ,b,c)=0, 但 却 是 与 零 相 匡 很 微小 的 Wa 奶 可 
称 为 残 差 ) ,从 方程 组 整体 上 看 ,这 一 组 解 可 以 是 误差 最 小 的 唯一 解 。 
当 考 厌 了 测量 误差 之 后 ,将 各 测量 值 代 人 式 (8 一 1 ,可 写 出 如 下 误差 方程 组 : 
-Li=ii- Fryyarsbisc) = 91 
一 = la- f(x,y,a2,0252) = v2 - (8 一 2) 


情 一 工 。 = in ~ Frysysans brscn) = 
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式 中 , 革 1, 工 ;，…, 卫 ,为 需要 直接 测量 的 最 值 的 待 求 佑 计 值 ,六 ,六 为 相应 的 有 误 送 


的 实际 测 得 值 。 
如 要 得 到 如 上 所 述 的 一 组 最 佳 解 , 既 从 整体 上 看 误差 最 小 ,其 条 件 是 式 (8 一 2) 中 各 方程 式 


的 残 差 vw 的 平方 和 为 最 小 , 即 
六 过 = 最小 


也 就 是 说 , 任 取 另 一 组 解 ,其 > ? 都 将 大 于 。 这 就 是 最 小 二 乘法 最 基本 的 概念 ,应 用 


最 小 二 乘法 时 ， 要 注意 误差 数据 必须 是 无 信 的 ， 即 没有 系统 误 关 ， 相互 独立 , 且 服 从 正 态 分 布 ， 


这 是 用 最 小 二 乘法 确定 最 佳 估计 值 的 前 提 条 件 。 
设 对 某 < 值 进行 n 次 等 精度 测量 ,得 一 系列 测 得 值 xl , x2,…, 工 , ;相应 的 残 差 zl = 一 
于 ,V2 二 2 一 完 ,… Un 一 Xn 一 邢 。 开 为 如 的 算术 平均 值 ,标准 差 为 ao。 误差 落 在 ~~v+ 中 


范围 内 的 概率 P; 为 


1 -一 
Pi = 了 /二 2 dy 
2 
1 -二 1 
do ， 
? sv 2 
J 
p, = 一 ed 
™ ov nm 2 


因为 误差 相互 独立 ,根据 概率 季 法 定理 ,误差 ww，…zm 同时 出 现 的 给 率 PP 应 为 
P= Pl XX P; Xx "+" Xx P, 


= (一 元 )。 rt gy)’ 


按 概率 论 的 最 大 或 然 原理 ,测量 结果 的 最 可 信赖 值 ,应 该 是 出 现 的 机 会 最 多 的 那个 数值 ， 
也 就 是 出 现 的 概率 P 为 最 大 时 所 求 得 的 数值 。 可 以 这 样 来 理解 , 按 随 机 误差 特性 ,小 汝 其 出 
现 的 概率 大 于 大 误差 出 现 的 概率 ,因此 ,概率 越 大 的 测量 值 ,就 趣 可 信和 堪 。 要 使 P 最 大 的 条 
件 , 就 是 上 式 中 负 指 数 的 分 子 (好 十 如 十 … 二 局) 为 最 小 , 即 


Df = 最 小 
这 样 就 证 明了 最 小 二 冬 原 理 。 
对 于 不 等 精度 测量 ,可 设 zl, xz2，…, Xx。 的 标准 差分 莽 为 go1,g2,… 0no 代 人 上 式 


得 ; 
P= PPP, 
2 2 2 
I (++ 二 
= 2 (dw) 
Gio alv2n) m2 


PP 为 最 大 的 条 件 为 


2 2 
区 Ea 
-+ 一 ++= 最 小 


因 相应 的 权 比 为 加: 加 一 让: 区 :7 直 , 故 有 
pivi + pavi + + pnvs = > po? = 最 小 
按 此 条 件 求 出 来 的 最 可 信 称 值 , 即 为 加 权 平 均值 (参看 第 五 章 )。 
$8 一 2 最 小 二 乘法 的 基本 运算 
最 小 二 乘法 主要 用 于 线性 函数 ,对 非 线性 函数 ,必须 在 一 定 区 域内 展开 成 线性 函数 来 外 
理 ,这 一 点 后 面 还 要 讲 到 。 在 实际 测量 工作 中 ,经常 遇 到 的 大 量 问题 ,也 帮 属 线性 性 质 ,因此 ， 
我 们 着 重 讨论 线性 函数 的 问题 。 
一 、 等 精度 测量 线性 函数 的 最 小 二 乘法 处 理 
线性 函数 的 测量 方程 组 (条 件 方程 组 ) 一 般 有 如 下 形式 ; 


YI = auXi + amX2 +t + 下 Im 有 mn 
Y2 = go Ri 十 dm No 十 + gaomlm (8—3) | 


YY, = dan Xt 士 Co 区 2 十 …: 十 dm lm 
式 中 ,XX ,XX2，…,X。 为 待 求 量 值 ; Yi, Yz,…，Y， 为 直接 测量 的 量 值 。 它 们 相应 的 估计 和 值 亦 
有 下 列 函 数 关 系 ， 


31 二 和 ZL 十 人 人工 2 +t +t dlmtm 


32 = G2121 十 到 22 工 2 十 十 dn 
Ht (8 一 4) 


Yr = Cnl1 十 dn2K2 十 十 dnnetm 
相应 的 误差 方程 组 为 : 
di- y= (auritanr t+amrm) = Ul 
1 —y2 = 2 {ari tar t+ damrm) = V2 (8—5) 


Ln 一 各 一 [ 一 (anlx1 + Qn2T2 十 十 GC) = Un 


式 中 sha tn 为 有 误差 的 实测 值 。 


以 上 线性 方程 组 ( 式 8 一 5) 可 用 和 矩阵 表示 : 
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L-AX=V (8—6) 


dl Ql12 Qlm 
式 中 :系数 短 降 A= | “2 
Hn] Qn2 rm ! 
， 让 1 
估计 值 逢 阵 汪 = | 
Tm 
/站 
i 
实测 值 姑 阵 过 = | 
[ 
vl 
名 2 
残 差 矩阵 了 = | ， 
Th 
由 于 有 《ol 的 一 = (vw)]® 
Un 
故 有 VV = 最 小 (8—7) 
或 (LAX) (IL -AK) = 最 小 (8—8) 


要 满足 式 (8 一 7) 或 式 (8 一 8), 只 有 使 
ao ao] _ 0 90) 
Bx xy ?drm 
1 Hm 


从 而 得 到 m 个 新 的 方程 式 , 叫 作 “ 正 规 方程 组 "或 “法 方程 组 "。 解 正规 方程 组 ,得 出 瞧 一 的 一 
组 解 , 妈 为 符合 最 小 二 莱 原 理 的 最 佳 解 。 先 看 


2 3[ 2 2 2 
2 [vi) + aL v4) 二 aoa] -1 
BE grr Ek Ax 


按 式 (8 一 5) 有 


全 【  ] 在 这 里 称 为 高 斯 符号 ,表示 同类 项 之 和 。 例 如 ,[ 思 ]= 听 + 节 +… 二 三。 此 符号 在 较 繁杂 的 数据 处 理 中 常用 
到 。 
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= 2an(anzit zz2 + :+ gmtm — 1) 


azl 
De = 2an(aaz1 + azx2 + “+ a2mtm — U2) 
. 32 - = 2anl(anlZi + 0r2272 十 二 Gantm — Hn) 
以 上 各 式 相 加 ,得 ; 
2 = 2ifaiaijzl+ [aiazjzaz+…+[atan]zn 一 [arjl = 
又 2 = 2[aitel] >0 


即 二 阶 偏 导数 为 正 , 故 有 最 小 值 。 
同 理 可 求 得 引 2] aw) ... A) ， 


”973 本 ”Dr ” 
整理 后 得 ， 
(araijzxi t+ farsa)zy + + [aram zm = [ard) 


[as2al]zl + [aza2]za + 汪 + [azam x = Lazil] (8_9) 


[aaaljzl + [ama2)z2 + * + [amam iEm = (arml) 
方程 组 (8 一 9) 即 为 等 精度 测量 的 线性 函数 最 小 二 科 估 计 的 正规 方程 。 它 在 形式 上 有 以 下 
特点 : 
{1) 主 对 角 线 上 的 各 元 素 均 为 正 。[aiai],[axaz]，……[anan] 均 自 乘 。 
{2) 其 余 元 素 对 主 对 角 线 两 两 对 称 相 等 , 即 [asali] 与 [ataz],…,[aal] 与 Lalam] 都 相 
等 。 
方程 组 (8 一 9) 还 可 进一步 简化 , 任 取 一 方程 式 ;, 即 
(aiarjzi + [ara2)r2 + + (aiam)zm — (lat) =0 
将 其 展开 再 归纳 后 得 ， 
fetalzlT azaazi t+ amanlzi) 十 十 
(altalezm + a2i 02mTm + “+ Gm GumTm) 一 
(ai + azls + "+ amwils) 
= atifailzl 二 alzz2 + "+ atmrm — 11) + 
azi(aari + Ga2272 + + Ga2mTm 一 2) 十 十 
an(anir1+ anyTr + + mmTm ~ bn) 
= Qi + Av + "+ anvi = 0 


由 此 可 将 正规 方程 组 (8 一 9) 写 成 以 下 较 简 明 的 形式 , 即 
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AMV1+ 42v2 + :+ danivn 二 用 


UU 十 A202 + 十 Ani = 0 
. {8—10) 
dmvl + Q2ma2 十 … 十 Ga = 0 
写成 矩阵 形式 为 
dtl A21 nl | 
人 12 &22 Un2 U2 -0 
dim 0Q2m ri ‘Un 
即 A'V=0 (8—11) 
由 式 (8 一 6) 有 
和 
A’(L—AX)}=0 
(AA)K= AL 
X= (AA)!IATL (8—12) 


上 式 即 为 最 小 二 乘 估 计 的 矩阵 解 。 
例 8 一 1 为 研究 $20mm 轴 的 几何 形状 误差 ,在 40mm 长 度 内 选 5 个 断面 测 得 直径 偏差 


Ad 如 表 8 一 1, 试 确定 涪 长 度 方向 形状 误差 的 规律 。 
例 831 数 提 豆 
被 测 断 面 琴 嫩 面 虐 离 Li/Tom 2 i0 20 0 4 
直径 偏差 Aa /im +3 +5 +8 + +18 
解 : 先 将 (Li ,Ad) 以 坐标 点 形式 标注 在 图 8 一 ! 上 ,经 初步 分 析 即 知 误差 呈 线 性 规律 。 
设 此 规律 的 线性 方程 为 
六 要 二 并 十 工 ;3 
或 Ad— (r+Ly)=0 
其 测量 方程 式 组 为 
xX+2y—3=0 
zx+1i0y-5=0 
x+20y—8=0 
r+30y—15=0 
x+40y-18=0 
其 正规 方程 按 式 (8 一 9) 为 
[aiei]z + [aiea]jy = | 


[azailz 十 [azaz]y 三 [az 


Ww 
i 


Bd Am 


100 


这 里 [aiei]=1+12+12+12+ 人 =5 
[asal] = (args} = 1 x2+1x10+1x20+1x30+1x40= 102 
[a2a2] = 2 + 10 + 202 + 30 + 40° = 3 004 
{aij =1x3+1x5+1x8+1x15+1x18=49 
[asl] =2x3+10x5+20x8+30x15+40x18 = 1 386 


5 +1l02y= 物 
于 是 有 102z + 3 004y = 1 386 
解 得 x=1.28<1.3 y=0.4182=0. 42 
故 结果 为 
Ad = 1.3 + 0.42L, 
车 用 矩阵 求解 , 则 有 
1 2 
1 10 
， 1 1 1 1 1 
AA = 1 20 
2 10 20 30 40 
1 30 . 
1 40 . 
-| 5 wo | 
[102 3004 | 
5 102 
aa -| | = 4616 0 (有 有 和) 
102 3004 
A A 
一 1 11 12 
AA)! = 7 
( ) IAAl Az 人 | 
1 /3004 ”一 102 ， 
4616|-102 5 
3 
5 
， 1 1 1 1 1 
ATL = 8 
2 10 20 30 40 
15 
18 
1 00 
”|1 386 
故 芝 一 ==《 上 人 ) -14 
YY 1 
] EF 004 wal 人 
”46161- 102 5 几 1386 
人 
[0.418 
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在 待定 参数 较 多 ,方程 数目 也 多 的 情况 下 , 抢 阵 解法 (可 用 计算 机 编程 计算 ) 有 明显 优点 。 
用 代数 法 求解 ,为 避免 差错 和 醒目 ,可 列表 计算 (参看 后 面 例 8 一 4 及 参考 文献 [2][14])。 


二 、 非 等 精度 测量 线性 函数 的 最 小 二 乘法 处 理 


对 等 精度 测量 ,其 最 小 二 乘法 运算 的 出 发 点 是 


[v2]= 最 小 
而 对 非 等 精度 测量 , 则 为 
[po2]= 最 小 
式 中 ， 2 一 权 。 
其 矩阵 形式 为 
VPV = 最 小 
或 ( 工 -AR)P(L -AX)= 最 小 
pl 0 0 
P=| ”如 “(nxn 阶 权 短 阵 ) 
0 0 … 如 


式 中 ， p= 与 一 各 直接 测量 结果 的 权 ; 


0 一 一 单位 权 的 方差 ; 
一 一 各 直接 测量 结果 4; 的 方差 。 
py 0 1 0fv 
YY = (vivV2a" th,) 0 大 由 
0 0 2 Pr! vn 


其 他 公式 的 推导 方法 和 原理 均 与 等 精度 测量 相同 。 
正规 方程 为 


[acial]zl+[zpaliaz]zz + + (paian Jx = 
{pazai]zx1i + [pa2a2]r2 + "+ [pazam ] xm = 


= [pw] 


(pai!) 
[zz7] 


[parai zi + [pama2 ra + "+ (paman xm = [pam!] 


式 中 : [paz]= piaray + p2282; +t "+ Pranay 
[pad}= piandit paa2d2 + "+ pranitn 
(i=1,2,,m; f=1,2,",1) 

或 记 p= 加 二 -…=pr 二 1; 则 式 (8 一 14) 与 式 (8 一 8) 相 辐 。 


(8—15) 


式 (8 一 14) 还 可 整理 成 类 似 式 (8 一 10) 的 形式 ( 步 又 与 式 8 一 9 整理 成 式 8 一 10 相同 ) , 即 
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Piauvi + paaava t+ panivn = 0 
A1201 + pag + + panzvn = 0 
各 12v1 + P2422 V2 Pran? (8— 16) 


Pialmvt 十 Pad2md2 十 “十 pranmun = 0 


基 pi1= 吉 =…= pp 二 1, 则 式 (8 一 16) 与 式 (8 一 10) 相 同 。 
式 (8 一 16) 的 短 阵 形式 为 


ATV=0 (8 一 17) 
或 AP(L- AX)=0 
即 A 人 PAR=APL 
正规 方程 的 解 , 即 参数 的 最 小 二 乘 居 计 值 为 
X=(APA)-IAPL (8—18) 


车 志 =pz=-…= 户 ,二 1, 则 式 (8 一 17), (8 一 18) 分 别 与 式 (8 一 11)， (8 一 12) 相 同 。 车 将 各 

有 关 参 数 单 位 权 化 , 则 问题 可 按 等 精度 测量 处 理 。 
= 、 非 线性 画 妆 的 最 小 二 乘法 处 理 

者 函数 y= f(z1,xz，,… ,zm ) 为 非 线 性 函数 , 则 其 测量 方程 误差 方程 和 正规 方程 也 将 都 
是 非 线性 函数 ,这样 就 难以 求 出 符合 最 小 二 乘 原理 的 唯一 最 佳 解 。 因 此 ,对 非 线性 级 数 是 先 将 
其 线性 化 ,然后 再 按 线 性 函数 求解 。 .1 
具体 作法 是 对 被 测量 取 近 似 信 rr ,rz ，…, zm ;其 与 估计 值 zx1, x2，… ,zm 之 间 有 微小 
差别 &.。 

1 二 ry + 全 


TI 一 42 十 人 (8—19) 


Tn = Tm + Gn 

这 样 ,只 要 求 得 51,62,…,5% ,问题 即 可 解决 。 

当 和 参数 较 多 或 无 直接 确定 近似 值 的 经 验 和 把 握 时 ,可 采用 以 下 方法 来 确定 zi 。 

(1) 用 直接 测量 结果 xz, 入 作为 x; ,这样 8 主要 是 测量 误差 ,数值 很 小 。 

(2) 从 误差 方程 组 的 ” 个 方程 式 中 , 任 取 mm 个 比较 简单 的 ,计算 方便 的 方程 ,并 令 v=0 
(大 看 式 8 一 5)。 

解 方程 组 

li filxir ra Tn) = 人 0 (i = 1,2,…,7m) 

以 其 诸 解 作为 近似 值 x; ,这样 5; 也 将 很 小 。 

将 函数 在 zi ,x2 ,… ,x 处 按 索 勒 公式 展开 , 取 一 次 项 ,得 : 


了 了 | 和 9 f 9 E 


十 … 十 (下 ) 1 )。 困 (i = 1,2,.,7) 


dzm 
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设 l= f(r yr ,Tm ) 
则 有 以 下 线性 误差 方程 组 : 


ly (andi + G1262 + "+ Amim) = v1 


lz 一 《ea2181 十 U2 十 :十 an ) = vy (8—20) 


上 一 (and, 十 ar 十 “+* 十 cot ) = vy 


式 (8 一 20) 的 形式 与 式 (8 一 5) 相 同 , 然 后 即 可 按 前 面 介绍 的 步骤 和 公式 计算 出 5 ,62,…， 
8%。 再 和 代 人 式 (8 一 19), 即 得 zx, ，"… ,mo 

由 于 函数 展开 只 取 -- 次 项 , 故 存 在 一 定 的 误差 ,一 般 此 误差 很 微小 ,可 忽略 不 计 , 但 必要 时 
仍 需 进行 精确 的 误差 计算 。 

因 非 线性 函数 可 以 线性 化 , 非 等 精度 测量 可 通过 单位 权 化 的 办 法 转化 为 等 精度 测量 处 理 ， 
因此 最 小 二 莱 法 处 理 的 景 基本 形式 其 等 精度 测量 的 线性 参数 。 


§ 8 一 3 ”最 小 二 乘法 处 理 的 精度 估计 


按 最 小 二 乘法 计算 ,得 出 最 佳 估计 值 21 ,422,…, 2,, ;其 精度 虽然 比 条 件 相同 的 常规 测量 
方法 为 高 ,但 仍 有 误差 存在 ,[v?] 只 是 最 小 而 不 是 wv 都 等 于 零 ,所 以 仍 有 精度 估计 的 问题 。 具 
体内 容 有 两 方面 ;一 是 直接 测量 结果 [1 ,12,… ,i 的 测量 精度 佑 计 , 另 一 是 待定 值 zj, zz， 
Zz 的 精度 估计 。 


一 、 直 接 测 量 结果 的 精度 估计 
对 m 个 待定 参数 的 线性 函数 值 进 行 n 次 等 精度 测量 ,得 1), 12,…, i; 其 残 差 为 Vi v2 
…, ws。 如 其 标准 差 为 4,, 则 如] 是 自由 度 为 (x 一 mm) 的 ?变量 (% 互相 独立 , 且 服 从 正 态 分 
布 )。 


2 
故 有 E 本 二 其 一 更 
由 此 可 得 o. = A (8—21) 


3 m =1 时 ,就 是 一 般 的 中 赛 尔 公式 。 式 (8 一 21) 可 用 短 阵 作 严 格 推 证 ( 见 本 章 末 )。 
例 8 一 2 求 例 8 一 1 测 直 径 必 差 Ad 的 标准 偏差 o, 值 。 
解 : 将 例 8 一 1 中 求 得 的 z=1.3, y=0.42 代 人 误差 方程 组 得 : 


v1=3—(1,3x1+0.42x2)=0.86 vw?=0.74 
v2=5- (1.3x1+0.42x10)= -0.50 雪 =0.25 
xd=8-(1.3x1+042x20)= 一 1.70 3=2.89 
va=15—(1.3x1+0.42x30)=1.10 vi=1.21 
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ws=18—{1.3x1+0, 2x40)= -0.10 vs =0.01 


(wv)=5.10 
加 
故 os = Lu = 1. rnpm 
对 非 等 精度 测量 ,标准 差 为 | 
Ta [pv (8—22) 


二 、 待 定 值 的 精度 估计 


设 有 待定 值 x1 ,x2,…, zm ,其 相应 的 标准 差 为 nu ,rs，…os ,0s 的 计算 公式 推 尝 很 楷 
珊 ,( 见 参考 文献 [ 科 ,[5)), 下 面 只 介绍 具体 求法 。 
0a Os Qo0s = da QQ22 ga = Gey 局 os 式 中 ,各 ;为 相应 的 系数 ;o， 为 直接 测 


量 结 果 的 标准 差 , 即 o,=、/ |。 


一 般 最 小 二 乘法 的 正规 方程 也 可 写成 如 下 形式 


alxri + Bix + cmat "+ kizxn +T 工 1 二 人 


4221 + Barz t+ cox t+ + Rorm t+ L2 = 0 (8—23) 
CorT1 十 bnr2 + CmT3 + "+ hrcm + Lr = 0 
式 中 :Li1,L2，…,1 一 一 均 为 常数 项 。 
求 Q@;: 时 ,将 以 上 方程 组 作 如 下 变动 : 
(1) 以 避 : 代替 之 ,; 
(2) 令 工 1， 工 2 了 均 为 零 ; 
(3) 第 i 式 的 右 方 由 零 改 为 1( 其 余 各 式 仍 等 于 零 不 变 )。 
加 求 Qii ,就 按 改动 后 的 下 列 方 程 组 求解 , 即 
在 全 下 十 再 + cIxT4+ "+ Rizm 二 了 
a2Q1 + bar2 + cz3 t+ "+ korm = 0 (624) 
dm 十 Dnt2 十 cara 十 十 kotm = 0 
求 Qz , 则 按 下 列 方程 组 计算 ， 
aTt1 + dQ +t cra3 t+ kirm = 0 
2271 + pz t+ caT3+ "+ koxm = 1 | (8—25) 


" | 
amTi 十 有 人 22 十 cotr3 t+ + kosrm = 0) 


其 余 求 Qs a Qwn 依 此 类 推 。 
例 8 一 3 求 例 8 一 1 中 待定 参数 z ,y 的 标准 差 秆 。 


正规 方程 组 ,来 确定 这 些 被 测量 值 的 一 种 测量 方法 。 


解 : 例 8 一 1 的 正规 方程 组 如 下 : 


5z+102y=49 | 
102x +3 004y =1 386 


由 例 8 一 2 知 站 接 测量 结果 的 标准 差 c,= lpm。 


先 求 Qii, 即 
SQ+102y=1 
102Q11+3 ol 
用 行列 式 求解 得 ; 
os= 0 Qn =1Xv0.651~0. Bm lpm 
再 求 QQ ; 即 ' 


Sr+102Q» =0 } 
102z +3 004Q2 =1 


orwQz=1TxvuU.001=0.03pm 


$ 8 一 4 组 合 测量 结果 的 最 小 二 乘法 处 理 
组 合 测量 是 指 直接 或 间接 测量 一 定数 目的 被 测量 值 的 不 同 组 合 值 ,求解 这 些 测量 结果 的 


具体 地 说 ,就 是 将 mx 个 (mm >1) 被 测量 值 , 按 x 个 (n>m) 不 同 的 组 合 形式 进行 测量 ,得 


出 n 个 测量 方程 式 ,再 根据 最 小 二 办 法 求解 被 测量 值 。 


组 全 测量 的 优点 是 ;由 于 数据 处 理应 用 了 最 小 二 乘法 ,所 以 求 得 的 结果 ,是 在 该 测量 条 件 
下 的 最 佳 值 , 即 测量 精度 较 高 。 被 测量 值 的 组 合 形式 ,要 根据 具体 条 件 和 要 求 来 确定 ,组 合 的 


形式 越 多 ( 即 x 越 大 ) ,测量 结果 的 精度 也 越 高 。 


组 合 测量 的 缺点 是 :操作 有 时 较 繁 ,工作 量 (包括 数据 处 理 ) 也 较 大 。 但 由 于 能 获得 很 高 的 
测量 精度 , 故 在 线 纹 尺度 盘 、 多 面 棱 体 、 蒜 码 等 标准 器 的 检定 中 ,都 常 采用 组 合 测量 。 此 外 ,如 


直角 尺 ` 平 晶 等 的 互 检 , 也 可 采用 组 合 测量。 


下 面 举例 说 明 具体 运算 方法 。 
例 8 一 4 用 组 合 测量 法 检定 线段 AB,BC 及 CD 的 长 度 [图 8 一 2(a)], 并 做 精度 估计 。 


解 : 直接 测量 如 图 8 一 2(b) 所 示 的 6 个 线段 ,具体 结果 如 表 8 一 2。 
.106 | 


=1.015 

12=0.985 六 Ti Vr 
23=1,020 [~ L9= 03 
4=2.016 4 IT4= U4 
ts=1.981 站 一 一 Us 
#5=3.032 ds— Xs= Ve: 


根据 式 (8- 一 9), 其 正规 方程 为 


[arar]rit (araz]zxs t+ [laraslzra= [al) 
[azailzrit+ [azar) rst+ [ara3}zr3= [azl) 


[asaljzi+[asazjza+[fasas]z3=[as7] 
将 各 系数 及 常数 项 列表 计算 如 表 8 一 3。 


表 8 一 3 例 84 计算 数 汐 


将 表 中 数据 代 人 正规 方程 组 后 为 
371 +2x2 + x3=6.062 
2x1t+ dr2+273=8.014 
XI1t+27T2+373=6,033 
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解 方程 组 得 : 


z1=1.028mm; 2 =0.983mm;z3=1.013mm 


此 即 线段 AB、BC 及 CD 在 该 测量 条 件 下 的 最 佳 佑 计 值 。 


由 误差 方程 组 得 : 


v= -x1=1.015—1.028= -0.013 
v= -r=0.085—0.983=0.002 

v4=13— x3=1.020—1.013=0.007 

va= ls— (ritr2)=2.016— (1.028 +0.983) =0.005 

vs= ls (x2t+ x3)=1.981— (0.983+1.013)= 一 0.015 

we=1s~ (xz1t+ r+ x3)=3.032— (1.028+0.983+1.013)=0.008 
[v2]=0.000 536 


_ f/f [vw] 10.000 536 
a = Tos3 =0.013mm 


各 估计 值 的 标准 差 c。, 分 别 为 


Fs = os Qilica = Ga Qa 30., 一 Fy Ql33 


按 式 (8 一 24) 求 Qu , 即 


解 方程 组 得 ; 


2Qi +4r2+2r3=0 


3Qi +2r2+ x3=1 


同 法 求 得 ; Q2 =0.,5} Qa3=0.5o 于 是 


ol = a = 03= ov0.5 = 0.00mm = Sum 


例 8 一 5 图 8 一 3 为 大 型 直角 尺 互 检 的 示意 图 。 两 被 检 直 角 尺 工 和 于 安置 在 检验 平板 上 ，， 
测 微 表 座 紧 贴 在 尺 的 长 边 工作 面 圭 , 测 头 和 尺 开 刁 直 接触 , 自 上 而 下 移动 测 微 表 , 取 其 最 大 
与 最 小 示 值 之 差 , 记 为 A, 则 A 为 尺 工 和 本 的 垂直 度 误差 41 与 42 的 代数 和 。 用 4 支 直 和 角 斥 
互 检 5 次 ,所 得 结果 (测量 方程 组 ) 及 误差 方程 组 如 下 。 求 各 尺 垂直 度 误 差 的 最 佳 佑 计 值 。 


解 : 
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al+a=A 内 = 和 -(3+2) 
Al+As=B vs=B- (0+63) 
Al1t+As=C vec=C— {61+64) 
Ait+ Bs=D vp=D- (8+6;) 


42+a44= 五 ve=E-(6,+6) 
AstB4=F vp=F-(6+6) 

式 中 : 5 一 一 各 太 垂 直 度 误差 的 最 佳 估计 值 。 

[v= (A-0 -+(B-H -+(C-6 -6 
+(D-B -6)+(E-d- 6)+(F- 6-6 
2 

令 2 -0 

得 正规 方程 组 : 
39 + zt+8+b = 和 + 也 + 
01+362+6+6=A+D+E 
1+ 2+36+6=B+D+F 
1+6+6+t+3= C+E+F 


将 以 上 4 式 两 边 各 自 相 加 后 再 除 以 6, 得 . 

B11+ 62+63+6 =A+B+C+D+E+R 

以 此 式 分 别 注 上 面 4 式 可 求 得 : 

81 =- 44+B+O ~ D+E+D 
HA D+E) (BrCap) 
2B D+ (A+CtE) 

63 = 6 


2(C+HE+F)-(A+B+D) 
$4 = 5 


名 8 一 3 

[ 附 ] 公 式 w,=\/ 下 下 的 证 明 @ 
[证 ] 按 式 (8 一 12), 居 计 值 为 

久 =(AA)-1AL 
工 期 望 五 [ 工 ]= AX 
入 期 望 E[X]=(AA)-IAEL)=(AA)-1AAX=X 
方差 DIL]=E(L- EL)(L- EL)Y = ol xn 
(Ixn 为 n Xn 阶 单位 窃 阵 ) 
残 差 Vy =L-AX 


=L AX-EL + EL 
A 
={L -EL)-A(X—X) 


全 ”公式 证 明 不 用 讲授 ,可 供 同 学 自学 。 
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=(I-A(AA) IANL - EL) 
令 UU=A(AA) IA 
VV=(L- FEL) AAATIAY (IT —- A(AA)TIA YL - EL) 
= (L- ELY(I- UY- UL- EL) 
= (L- ELY(I- U)(L - EL) 
分 证 : (IT 一 UY (T-U)= (I-D): 
EL = (A(AA)TAD) = (AY[CAAYY AY 
= AL(AAY A’ = A[(A)Y AT 
= A(AA)IA’=U | 
U2= = UU = AAA AAA A = A(AA) IA =U 


故 (T-UTrUT-I= (TF -UHMI-U) 
-UTU+UU=I-U-U+UU=I-U 
及 VV = tyV) 


ftr-trace; 和 矩阵 之 迹 ,为 主 对 角 线 上 各 元 素 之 代数 和 ,(V'V) 可 当 作 只 有 一 个 元 素 的 特殊 钝 
阵 看 待 )。 
VV= ttVV) = tL -FEL)(- DL -— EL) 
= tL - EL)(L -ELY'(I- U) 
分 证 :tr 一 ELY(- (LL-EL)=tr(L~-EL)(L- EL)Y(I-U); 


Blt 22 bin| {a1 


ba Ba ‘~ boar| la2 
设 ABC = (ala2…an) : 。 


[| ban? brmn Un 
al bu bi bin 
a2 ba bz “ban 
CAB = | : | (alaz… an)| : 
Qn zi bnz " Drm 
展开 后 之 迹 均 为 
(afbu + aba + talb) +t (afby + afb2 tt "+ a2bn2) 


+ 二 《at5in 十 a$ b2. + + asban) 


得 证 
E(V'V) = tt E(V'V) 
= tr EL{L - EL){L ~ EL)’(I — U)) 
= orl U)= oz 了) 
呈 
故 有 as= Le 


劳 证 :tr(I-U)=n 一 m: 
U= A(AA)1A’ 
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对 独立 测量 ,A 之 秩 为 四 , 故 UU 之 秩 坟 1。 
及 UA=A(AA) AA=A 
则 苛 之 秩 之 由。 因此 ,ULU 之 秩 为 mm。 
设 有 一 正 交 炬 阵 已 。xw。 可 得 ; 
di 0 … 0 


0 dd % 0 
FUF=D=|. 
0 0 加 
因 D2= FUFFUF=FUF=FUF=D ! 


而 满足 六 2 = 也 只 有 4d; 部 等 于 零 或 1, 因 等 于 堆 元 意义 ,所 以 di~1。 
万 为 了 之 正 详 变换 , 且 UU 之 秩 为 zm,D 之 秩 亦 为 m, 故 dl 的 数目 等 于 x 。 又 
F'(I- UF=I- FUF=I-D 


1-d 0 :… 0 
0 1-d ' 0 
I-D=| . 
0 0 -ad, 
元 素 *1 一 dd.” 中 ,有 个 1,m 个 4;, 妇 主 对 角 线 上 有 m 个 元 素 是 1 一 1=0, 有 (xn 一 m2) 个 


元 素 是 1-0=1。 ， 
I~UU 与 1- 品 之 扶 同 为 (nm)。 
克 t(T-U)=n~m。 
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第 九 章 ”实验 结果 的 处 理 和 经 验 公式 


9-1I 回归 分 析 与 经 验 公 式 


在 生产 及 科学 研究 工作 中 ,人 们 常 采用 实验 的 方法 ,寻找 出 各 变量 之 间 的 相互 关系 。 表 达 
变量 之 间 的 关系 可 以 有 多 种 办 法 ,例如 图 形 法 列表 法 等 ,这 两 种 方法 简单 明了 ,有 不 少 场合 可 
以 应 用 。 但 这 些 方法 却 不 能 深刻 反映 变量 间 的 内 在 关系 ,用 经 验 公式 就 可 各 免 这 一 缺点 ,因为 
这 种 表达 的 形式 比较 紧凑 ,能 充分 表达 变量 之 间 的 变化 规律 , 且 便于 从 理论 上 作 进一步 的 研 
究 , 如 微分 积分 以 及 数值 计算 等 ,这 些 都 为 数据 处 理 带 来 方便 。 回 归 分 析 法 就 是 应 用 数理 统 
计 的 方法 ,对 实验 数据 进行 分 析 和 处 理 ,从 而 得 出 反映 变量 间 相 互 关系 的 经 验 公式 ,也 即 回归 
方程 。 通 常 ,回归 分 析 法 包括 以 下 3 个 步 又 : 

(1) 确定 经 验 公式 的 形式 , 邵 函数 类 型 ; 

(2) 求 经 验 公式 的 系数 , 即 回归 参数 ; 

(3) 研究 经 验 公式 的 可 信 闲 程度 。 

回归 分 析 法 有 很 广泛 的 用 途 ,工农 业 生产 和 科研 工作 中 的 不 少 问题 都 可 以 用 这 种 方法 得 
到 解决 。 例 如 ,新 产品 的 试制 . 零 部 件 的 质量 分 析 、 工 艺 因 素 的 分 析 和 控制 .新 标准 的 制定 , 气 
象 预 报 , 系 统 工程 中 的 预测 和 规划 等 。 回 归 分 析 法 往往 是 一 种 有 效 的 工具 。 


$9-2 一 元 线性 经 验 公 式 
一 元 线性 经 验 公式 是 指 自 变量 z 与 因 变 量 y 存在 线性 变化 的 规律 ,其 形式 为 


P= bot+ hx (09—1) 


式 中 3$ 一 一 因 变量 (y 的 佑 计量); 
工 一 一 自 变量 ; 
b0,5 一 一 需 由 测量 数据 确定 的 回 妇 参数 。 
“1. 国 解法 
将 对 (z;,y;) 测 景 数据 值 标点 在 坐标 纸 上 , 若 作 图 所 得 的 点 群 形成 一 直线 带 ,就 在 此 意 
线 带 中 间作 一 直线 ,使 多 数 点 位 于 直线 上 或 接近 于 直线 , 且 均 匀 分 布 在 直线 的 两 侧 , 这 条 直线 
便 可 近似 地 作为 回归 直线 ,而 回归 参数 可 直接 从 图 中 量 取 。 
例 9 一 1 用 久光 机 检查 镁 合金 铸件 内 部 缺陷 时 ,为 了 获得 最 佳 的 灵敏 度 ,透视 电压 y 应 
随 被 透视 件 的 厚度 z 而 改变 ,经 实验 获得 下 列 一 组 数据 ,试用 图 解法 求 经 验 公式 。 
112 ， 


解 将 上 列 数 据点 在 坐标 纸 上 ,然后 通过 点 群 作 出 回归 直线 { 图 9 一 1)。 在 接近 直线 的 


两 端 各 取 一 点 ,并 量 得 其 坐标 值 为 M1(12,52.5) 
和 M2(25,89.5), 则 回归 和 参数 


将 Mi 点 坐标 代入 回归 方程 ,可 求 出 
bo0=52,5—2.8xX12=18.9 
故 所 求 的 经 验 公式 为 
9=18.9+2.8z 
式 中 ,3 代表 因 变量 y 的 估计 量 。 
2. 平均 值 法 


PAY 


Ml 


xX/ mm 


图 9 一 1 


用 平均 值 法 求 到 经 验 公 式 的 回归 参数 bo,5 时 ， 
是 将 = 对 测量 数据 (zi,y) 分 别 代入 式 (9 一 1) ,并 将 此 测量 方程 划分 成 两 组 , 即 


41 = bo + bri Yat+l = Bo + rerl 
yz2 = bo + Brz Ye+2 = bo + brer? 
ye = bo + br Yn = bo + Brn 


将 两 组 测量 方程 各 自 相 加 ,得 两 个 方程 式 后 ,就 可 解 出 bo 及 5。 取 测量 点 数 4 为 偶数, 并 
且 nn=2k 时 ,得 ， 


2 a 
A 一 + +1 (9—2) 
Dz 一 3 Ti 
i=1 i=k+1 
之 /和 DE 
bo = 关上 一 b El = -Bh 《9 一 3) 
nn 7 


例 9 一 2 ” 试 将 例 9- 一 1 所 列 数据 ,用 平均 值 法 求 经 验 公式 。 
解 : 将 测量 数据 代入 式 (9- 一 1) ,并 分 成 两 组 , 即 


52.0= bo0+126 70.0= bo+ 186 
55.0= bo+136 75.0= bo+ 208 
58.0= bot+148 80.0= 50+ 228 
61.0= 6b0+156 85.0= bo+246 
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65.0= bo+166 91.0= bo0+268 


求 和 291.0=560+ 708 401.0= $50+1106 
按 式 (9 一 2) 及 式 (9 一 3) 可 算出 
-291.0-401.0_ 
b= 0 -2:73 
_291.0+401.0_ TO+110_ 
b0= 16 2.75x 0 =19.7 


故 所 求 经 验 公 式 为 
9=19.7+2.75z 
在 平均 值 法 中 ,由 于 将 有 个 测量 方程 分 成 两 组 的 方法 可 有 很 多 种 ,不 同 的 分 组 法 所 得 的 
-结果 也 会 略 有 差异 , 故 平 均值 法 只 是 一 种 近似 的 方法 。 
3. 最 小 二 乘法 
应 用 最 小 二 乘法 原理 求 取 回 归 参 数 B50,b 时 ,应 使 各 实验 点 与 回归 直线 的 偏离 平方 和 为 
最 小 , 设 有 nn 对 测量 数据 (xz; ,yy) ,在 zlyza zu 点 上 y 的 估计 量 为 


1= bo + br1 
2 0 te (9_4) 
Pn = 0+ brn 
误差 方程 组 为 (图 9 一 2); 
v1=y1 = (bot hr) 
v2 27 ya (bo+ br2) (9 一 5) 
Un = Yn — ,= Ya ~ (Bot br) 
应 使 EE = 小 3 = 了 (ys - 60 bzi)? = 最 小 ,于 是 求 取 的 参数 50,5 应 满足 
il 1 
于 =-2 0 — 0 — dri) = 站 
0 i=l 
n {9—6) 
考 =-22 (y% 一 bo 一 ii 一 0 
式 (9 一 6) 称 正规 方程 组 ,用 民 数 法 求解 ,可 得 ， 
6 = 径 (9 一 7) 
bo =5- 纸 = 二 Dy-6liD)z (9—8) 
上 1] _ 1 
式 中 ZE= TT 
ly = Dr-z)= Br- iD zy (9—0) 
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iy = Dea)y-3) = Dry- (Dz)( dy) (9 一 10) 


各 测量 值 ({z,y) 对 其 算术 平均 值 之 差 (z -三 ),(y - 了 ) 称 为 测量 值 的 次 差 , 而 4 ,7,, 则 称 
为 离 差 积 之 和 ,显然 L-- 的 脚 标 .<z 表示 了 工 离 差 的 自 乘积 ,/s 的 脚 标 zy 表示 =,y 的 高 状 积 。 


在 式 (9 一 8) 至 式 (9 一 10) 及 在 以 后 的 计算 中 ,为 简化 算式 ,用 》) 表示 对 i 从 1 到 求 和 ， 
并 省 去 了 变量 i 的 脚 标 i。 . 
得 到 了 60,5 以 后 ,经 验 公式 就 可 确定 。 将 式 (9 一 8) 代 入 式 (9 一 1) ,得 出 经 验 公 式 的 另 一 
种 形式 
9 -T=6(r -zt) (9—11) 
即 回 归 直 线 通 过 点 (z,5) ,明确 这 一 点 对 前 述 的 图 解法 将 有 帮助 。 
为 了 以 后 相关 系数 计算 的 方便 ,数据 处 理 时 顺便 可 以 算出 1: 


ly = 2 -IP = Oy- 1(5)yy (9—12) 
用 矩阵 法 求 取 回归 参数 时 ,其 计算 式 比 较 简洁 ,由 式 (9 一 5) 可 写 出 误差 方程 组 的 短 阵 形 


式 ; 
=Y- 症 (9—13) 
式 中 ,V 为 残 差 答 阵 ;Y 为 测量 值 矩 阵 ;X 为 结构 和 矩阵; 避 为 待 求 的 回归 参数 矩阵 。 并 有 
2 vl 31 
7 VU J2 
V=V=|7 Y= Y =| 
(tnx1) nx) * 
Un Mn 
1 xl 
中 2 bo 
X= X= : = 者, = 间 
1 x 
在 残 差 平方 和 为 最 小 时 , 求 得 的 正规 方程 组 为 
XV=0 (9—14) 
或 XY- XXB=0 
即 RRB=XY 
得 B= 网 ={XX)-1XY (9—15) 


例 9 一 3 试 将 例 9 一 1 所 列 数 , 按 最 小 二 乘法 求 其 回归 参数 。 
解 : (1) 用 代数 法 计算 
先 将 测量 数据 列表 进行 处 理 


由 式 (9 一 7) 与 式 49 一 8) ,得 ， 
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ty _ 576 
二 -六 二 A 
6 L210 2.74 


‘bo=y— br=600.2-2.743x18=19.83219.8 
例 9 -3 数据 计算 


(x: -Ey -5) 


295.84 
201.64 
125.44 
67.24 
17.64 
0.64 
33.,64 
116,64 
249.64 
475. 24 


lw=1 583.6 


故 得 经 验 公式 
9=19.8+2.747 
(2) 用 和 矩阵 法 计算 
(人 
12 13 14 15 16 18 20 22 24 26 
[1 12 
al 
14 
15 
16 


- 一 


‘i0) 


村 二 
(0x2) 


ME 
Im 
oo 


了 = 


[> 之 区 -人 450] 


人 人 1 Te? 180 3450 
1 3 450 0)= | 1.642 86 一 0.085 714 3 
[1 10 —0.085 714 3 0.004 761 86 


” 一 一 
(XX) =T10 180 
眼 10 
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ry Dy - (9 
yry) (13032 
_[fB0)_ sy iv _ 1 1.64286 ~0.0857143\/692 \ /i9.8 
故 8 网 (XX) XY (0 085 7143 0.004 761 86 |(13 092) = (27) 
得 9=19.8+2.74x 
两 种 方法 的 计算 结果 完全 相向 。 
二 、 相关 系数 及 其 显著 性 检验 
1. 相关 系数 的 作用 


以 上 介绍 的 三 种 拟 合 回归 直线 的 方法 ,其 方法 本 身 ,并 不 要 求 各 实验 点 必须 具有 线性 的 关 
系 ,也 就 是 说 ,即使 一 组 测量 值 (x;,y;) 在 坐标 图 上 是 一 群 杂乱 无 章 的 散 点 ,也 可 按 线性 轻 验 公 
式 (9 一 1) 求 出 其 参数 bo 和 8。 显然 ,以 线性 经 验 公 式 来 表示 一 组 杂乱 的 散 点 ,并 无 多 少 实际 
意义 。 究 竟 在 什么 情况 下 , 拟 合 回归 直线 才 有 意义 呢 ? 从 上 述 的 例子 可 见 ; 奋 少 是 两 个 变量 
zy 之 间 具 有 线性 变化 的 趋势 。 所 以 应 有 一 数量 指标 来 描述 两 个 变量 之 条 线性 关系 密切 的 
程度 ,这 个 指标 就 是 前 面 第 六 章 提 到 的 相关 系数 ,通常 用 字母 p 或 p,,, 表 示 , 它 是 由 下 面 的 公 
式 来 计算 的 , 即 


i Sz zy 5) 
= (9—168) 
fF iy VV 2a) Sy 3 


上 式 中 , 因 分 母 的 根 式 忆 取 正和 值 , 故 相 关系 数 的 符 导 取决 于 高 差 (测量 值 与 平均 值 之 差 ) 积 
之 和 1 的 符号 ( 式 9 一 10), 即 与 回归 参数 5 的 符号 是 一 致 的 。 

相关 系数 p 是 描述 两 变量 = ,? 线性 关系 密切 程度 的 数量 指标 ,自然 其 绝对 值 依 大 , 即 1p| 
接近 于 工时 ,>,? 的 线性 关系 最 密切 ; 当 p 接近 于 零 时 ,两 者 的 线性 变化 规律 就 不 明显 。 前 面 
图 6 一 10 表示 的 为 不 同 相关 系数 时 实验 点 的 分 布 示意 图 。 至 于 图 6 一 11 的 情况 ,已 不 属 直 线 
型 回归 的 讨论 范畴。 

2. 相关 系数 的 亚 着 性 检验 

在 了 解 了 相关 系数 的 意义 后 ,对 以 上 提出 的 问题 , 即 在 一 组 实验 点 拟 合 回归 直线 是 知 具 有 
意义 ,就 不 难 回 管 ;! 只 有 当 相 关系 数 的 绝对 值 大 到 一 定 程 度 时 , 才 可 以 用 回 好 直线 来 近似 地 表 
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示 z 与 y 的 关系 。 在 这 种 情形 下 ,我 们 说 相关 系数 显著 , 即 x 与 y 关系 密切 。 通 常 也 只 有 在 
此 情况 下 ,才能 判定 x 与 y 存在 线性 关系 。 表 9- 一 3(8; 给 出 了 在 不 同 自由 度数 mn 一 2{4 为 实验 
点 数 )、 两 种 显著 性 水 平 ae{0.05 及 0.01) 相 关系 数 达 到 显著 的 最 小 值 。 


囊 4 一 3 显著 性 检验 时 相关 系数 的 最 小 值 


例如 = 和 2, 若 |p| 达 0.576 ,我们 说 p 在 =0.05 水 平 上 显著 ; 若 p| 污 0.708, 则 说 它 在 a 
=0.01 水 平 上 显著 。w 人 钝 小 ,显著 性 程度 愈 高 。 若 |p| <0.576, 则 p 不 显著 ,x 与 y 的 线性 关 
系 就 不 明显 ,在 这 种 情况 下 ,配置 回归 直线 就 没有 什么 意义 了 。 

例 9 一 4 计算 例 9 一 1 中 的 相关 系数 ,判断 其 在 a=0.01 水 平 上 是 否 显著 。 

解 : 利用 例 9 一 1 计算 的 中 间 结 果 , 则 


i 576 
oT 
自由 上 度 
虹 一 2 三 8 
0.999>>0.765 


故 其 相关 系数 在 a =0.01 水 平 上 是 显著 的 , 即 x,y 线性 关系 密切 ,配置 回归 直线 是 有 总 
文 的 。 


三 、 经 验 公式 的 回归 精度 


以 上 求 得 的 直线 性 经 验 公式 ,已 在 一 定 的 程度 上 揭示 了 两 个 相关 变量 z ,y 之 间 的 内 在 规 
律 ,但 它 的 效果 如 何 ? 经 验 公式 的 精度 又 是 如 何 ? 为 此 
还 需 做 进一步 的 分 析 。 
首先 来 研究 因 变 量 y 的 变化 规律 。 通 常 ,在 ”对 测 
量 数据 中 ,y 值 总 是 变动 的 , y 值 的 这 种 变动 称 为 变 差 ， 
它 的 大 小 可 以 通过 各 次 的 测量 伪 与 其 均 秆 的 离 差 (y - 
7) 表示 ,而 全 部 x 次 测量 值 的 总 变 盖 , 可 由 这 些 离 盖 的 
平方 和 S 来 表示 ,参阅 式 (9 一 12), 即 
S=iy= 2 (y-3) 
和 将 上 式 进行 分 解 (参看 图 9 一 3) , 即 
y—F={(y-9)+{9—3) 


等 式 两 边 平方 后 求 和 得 ; 

2 -了 = Dy = oy- 9 + (9 -3+2D(y -9)(9 -3) 

容易 证 明 2) (y - 9)(9 -了 ) = 0 中 ,于 是 有 

Dy -537 = 2 -9+ (9 -3 

或 写成 S=Q+U 《9 一 17) 

式 中 Q=2ty-3)23U= > (9-3) 

式 (9 一 17) 等 号 右边 第 一 项 本 (y 一 9) 正 是 各 次 测量 值 与 回归 直线 的 偏离 耻 离 之 平方 和 ， 
称 作 残 差 平 方 和 。 它 的 大 小 反映 了 z 对 y 的 线性 规律 之 外 的 一 切 因 素 (主要 是 测量 误差 ,z 
对 y 的 非 线性 影响 等 ) 对 y 影响 的 总 和 。 

等 号 右面 第 二 项 是 回归 值 9 与 均值 # 之 差 的 平方 和 ,因此 它 的 大 小 完全 由 回归 直线 的 斜 
率 所 决定 , 它 反 上 映 了 y 的 离 差 平方 和 S 中 由 于 zx 与 y 的 线性 变化 规律 而 引起 的 y 变化 部 分 , 称 
作 回归 平方 和 。 

从 回归 平方 和 UU 与 残 差 平方 和 QQ 的 意义 可 知 ,经 验 公式 效果 的 好 坏 , 取 决 于 U 与 QQ 的 
大 小 ,或 者 说 取决 于 U 对 离 差 平方 和 S 的 比值 UU/S, 此 上 比值 愈 大 ,自然 Q/S 就 小 ,经 验 公式 
的 精确 程度 就 您 高 。 因 

U= 2 9-37 = 2 (hothr- bo- = hb (x- 5) 
= bo (zz 一 五 )(y 一) = 中。 (9 一 18) 


内 式 (9 一 7) 及 式 (9 一 16) ,可 得 : 


机 2 
和 -= (9 一 19) 
— 一 .2 
故 U=pS=0 ly (9 一 20) 


Q=S-U=(1- pop), 

以 上 三 式 表示 了 3 个 平方 和 S,U 及 QQ 与 相关 系数 po 的 关系 ,从 而 也 补充 说 明了 相关 系 
数 o 的 意义 , 即 p 愈 大 ,经 验 公 式 的 精确 程度 愈 高 。 此 外 ,由 于 U 志 S$S, 由 式 (9 一 19) 香 |o| 专 
1。 

由 于 残 差 平方 和 @@ 是 反映 了 zz 对 y 线性 影响 之 外 的 其 他 随机 影响 的 总 和 , 故 定 义 下 列 个 
计量 * 

:ys (9 一 21) 
了 

* 称 剩余 标准 差 , 它 的 意义 与 前 述 的 标准 差 z 相似 ,用 它 可 以 衡量 所 有 随机 因素 对 y 彩 响 
的 大 小 ,* 僵 小 ,回归 精度 愈 高 。 | 

例 %9 一 5 试 比较 例 9 一 1, 例 9 一 2, 例 9-~3 求 得 的 3 个 经 验 公式 的 回归 精度 。 

解 : 三 例 所 得 的 经 验 公式 为 

图 解法 9=18.9+2.80z 

平均 值 法 9=19,.7+2.75z 

最 小 二 乖 法 $=19.8+2.74zx 

表 9-—4 列 出 了 实验 中 的 测量 数据 (zx;, yi) ,由 上 列 3 个 经 验 公式 计算 的 入 ,v; 及 2 vi。 
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平均 值 法 


TU wt 


-0.70 | 0.4900 
0.202 5 
0.040 0 


三 种 方法 的 剩余 标准 差 可 计算 为 

图 解法 s= 言 洱 =0.75~0.8 
平均 值 法 ;= 11 鹤 =0.68=0.7 
最 小 二 乘法 = /了 站 -0.69=c0.7 


10-2 . 

由 回归 分 析 的 原理 与 上 例 的 计算 比较 ,可 以 认为 最 小 二 乘法 是 回归 分 析 中 回归 精度 较 高 
的 一 种 方法 ,但 其 计算 略 嫌 芝 殊 ; 图 解法 虽然 简单 ,但 是 精度 不 高 ; 若 测量 数据 较 多 ， 且 较 精确 
时 ,平均 值 法 也 不 失 为 一 种 精度 较 高 的 回归 分 析 法 。 

这 里 顺便 指出 ,在 以 上 各 例 计算 中 ,由 于 测量 数据 y; 的 有 效 数 字 是 3 位 ( 谁 确 至 小 数 第 一 
位 ) ,在 回归 分 析 中 ,通常 都 假设 自 变量 zx; 无 误差 , 故 其 有 效 数 字 可 认为 多 于 两 位 :因而 计算 所 
得 的 回归 参数 50,5 宜 截取 为 3 位 ,而 剩余 标准 差 s 的 有 效 位 煞 则 截取 为 一 位 ( 即 小 数 第 一 
位 )。 


$ 9 一 3 一 元 非 线性 经 验 公式 


对 两 变量 间 具 有 非 线 性 关系 的 测量 数据 进行 回归 分 析 时 ,一 般 先 要 选择 经 验 公式 的 类 型 ， 
如 双 曲 线 , 撒 物 线 等 。 必 要 时 。 还 要 对 此 进行 验证 ;其 次 是 机 确定 经 验 公 式 的 系数 ;最 后 还 要 
估计 回归 的 精度 。 


一 、 经 验 公式 类 型 的 选择 


在 工程 实验 中 , 挨 验 公式 类 型 的 选择 ,多 数 可 由 专业 知识 .实践 经 验 与 参考 其 他 资料 来 解 
决 。 另 一 种 办 法 是 将 测量 数据 的 散 点 , 先 在 坐标 纸 上 绘 制 出 大 致 的 曲线 ,然后 与 图 9 一 4 上 所 
列 的 各 类 典型 曲线 相 比 较 , 初 步 选 定 经 验 公式 的 形式 。 
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至 于 初步 选 定 的 经 验 公式 的 形式 ,是 否 能 较 好 地 反映 测量 数据 变化 的 规律 ,还 可 用 以 下 的 
方法 来 检验 。 

1. 直线 检验 法 

检验 时 , 先 将 初步 选 定 的 经 验 公式 变换 为 直线 式 , 即 


Y=A+BX 


式 中 ,Y,X 为 只 含 一 个 变量 y 或 z 的 函数 ;A 和 B 是 与 变换 前 经 验 公式 参数 a ,5 有 关 的 常数 
和 系数 。 

算出 若干 对 与 测量 数据 zx; 与 y; 相应 的 Y 与 X; 值 (x;, y; 取 值 的 间隔 以 大 一 些 为 宜 ), 而 
后 以 了 和 为 坐标 做 图 ， 若 所 获得 的 图 形 为 一 直线 ， 则 表明 预选 的 经 验 公 式 是 正确 
的 。 

图 9 一 4 所 示 的 几 种 函数 图 形 ,都 可 以 通过 变量 变换 ,用 直线 检验 法 来 检验 。 

例 9 一 6 试用 直线 检验 法 检验 表 9---5 中 数据 是 否 可 用 经 验 公式 y= 一生 一 表示 。 


at+ hr 


囊 9 一 5 例 9 一 6 数 据 束 


解 : 进行 变量 变换 , 设 


则 原 式 可 写成 
Y=A+BX 
式 中 ,A=5; B=a。 
将 测量 数量 按 表 9-—6 所 列 变量 形式 顺序 进行 处 理 ,并 将 处 理 结果 以 Y 和 XX 为 坐标 必 图 ， 
各 实验 点 较 好 地 处 于 一 条 直线 上 (图 9 一 5) , 故 本 例 数据 可 用 y = 区 表 示 。 


表 3 一 6 例 9 一 6 中 1xx 与 1Zy 值 


2. 明 差 法 
若 所 选 定 的 经 验 公 式 是 一 多 项 式 , 则 可 应 用 表 差 法 来 确定 多 项 式 的 次 数 ,这 是 因为 当 差分 
表 上 的 差分 等 于 常数 时 ,该 差分 的 级 次 就 是 多 项 式 的 次 数 。 
差分 的 定义 为 : 设 画 数 y= A(z) 在 一 连 串 点 xo+ 读 (i 二 0,1"…, zm) 的 值 加 = 所 X50) ,1 一 
zot+h) ,Yn 二 (zo+ mh ) 是 已 知 的 , 则 我 们 定义 | 
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yw= f(z0+h)- f(xo)=Ao 
y= rot2A)} -Froth)= A 
y3— = frot3h)- Frot+2h) = A, 


为 一 阶 差 分 ,而 一 阶 差 分 的 一 阶 差 分 
A1— Ao= AS 
A —Al=AT 
A3— As=A3 


为 二 阶 闫 分 ,二 阶 差分 的 一 阶 差分 


为 三 阶 差分 ,而 一 1 阶 差分 的 一 阶 差分 
1 

437!— A1-1=4 

3 


43 tA 1=A 


为 x 阶 差分 ,将 各 阶 差分 列 成 表格 , 称 为 差分 表 , 如 表 9 一? 所 示 。 


例如 ,多 项 式 y=1+ x*, 将 自 变量 x 的 差 值 取 作 1, 可 列 出 如 表 9 8 所 示 的 差分 表 。 


因原 函数 为 二 次 多 项 式 , 故 其 二 阶 羡 分 为 常数 ,三 阶 差分 为 零 。 


因此 ,在 多 项 式 回归 中 ,用 上 述 求 忱 阶 差 分 的 方法 ,可 以 检验 或 确定 多 项 式 的 次 数 。 表 
9 一 11 列 出 了 常见 方程 式 类 型 及 用 表 差 法 确定 这 些 方程 式 次 数 时 的 步骤 和 判别 标准 。 


例 9--7 试用 表 差 法 检验 表 9 一 9 中 的 测量 数据 是 否 可 用 三 次 多 项 式 y=at+ Br+cr?+ 
dx 表示 ? 


末 9 9 例 9-7 数 据 训 


解 : 测量 数据 中 ,zx 的 同 隔 已 为 常数 , 现 列 出 其 差分 表 如 表 9 一 10。 
表 和 一 例 9-7 差 分 表 


六 差分 表 中 的 三 阶 差分 为 常数 ,四 阶 佐 分 为 零 , 故 上 述 测量 数据 可 用 三 次 多 项 式 表示 。 
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甫 9 一 1 常见 方程 类 型 发 处 理 
根据 Ar,A( 直 ) 或 Acgr 为 常数 


y=f(z) Ay, By My, ,Ay Ary 为 常数 
y=f(T) Ay, A2y, A ys ry Ary 为 常数 


y=f(z) Ay ,Ay ,Ay ,Ay wy 为 常数 


bgy=athrt ct tg logy= f(r) A(logy) ,各 (logy)，…,AT(ogy)|A*(logy) 为 常数 
y=a+ (logy) + c(iogy) y= f(bey) ay Azy 为 帝 数 

y= = ed logy= f(z) A(key) Alogy ) 为 党 数 
了 = 人 @@ 十 和 一 人 二 Jogy "= f(x) AylogAy, AllogAy)} AlogAy ) 为 常数 
y=athrtar=athrtonr ly= f(r) Ay,Ay,JogAy,AlgA2y) |Aatfloga2y) 为 带 数 
y= Jogy= filogx) Atbgy) 如 [Iogy) 为 常数 
y=a + Br * Ayslopghy, Alloghy) AllogAy) 为 常数 


J a Alny, Alne (aln y -ain 二) 为 常数 


注 : =(y-a) 
二 、 用 化 曲线 回归 为 直线 间 归 的 方法 求 经 验 公式 


在 不 少 工程 问题 中 ,过 到 的 两 变量 之 间 的 变化 规律 是 曲线 的 关系 ,为 了 简便 地 求 旧 曲线 方 
程 中 的 参数 ,应 尽量 借 数学 变换 ,将 曲线 回归 变换 成 直线 回归 来 计算 。 如 对 于 指数 形式 的 经 验 
公式 
全 三 a 
等 号 两 边 取 对 数 . 
log? = loga + (logx)b 
引 人 新 的 变量 y = log9$ ,x =logx 及 ao = foga , 则 上 式 就 变换 成 直线 方程 式 , 即 
y 三 20 十 元 和 
其 中 ,> ,z 由 测量 数据 可 以 得 出 ,因此 ,可 按 前 述 求 一 元 线性 经 验 公 式 的 方法 求 出 参数 
&0;5 ,也 即 求 出 了 指数 形式 的 经 验 公式 中 的 参数 a ,5。 表 9 一 12 列 出 了 一 些 非 线 性 方程 经 变 
量 置 换 后 的 线性 化 形式 。 
例 9 一 8 以 下 测量 数据 ( 表 9-13), 车 用 指数 形式 的 经 验 公式 y= azt 拟人 台 , 试 计算 公式 
的 参数 a 与 5。 : 
解 : 指数 形式 的 经 验 公式 y= axs 可 变换 成 以 下 直线 式 ; 
logy= loga +(logz)b 
或 写作 y=aot+zD 
数据 处 理 时 ,首先 要 将 上 列 9 对 测量 数 (z; ,yy) 取 对 数 , 得 9 对 (zi,y'i) 值 , 代 人 上 式 
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囊 9 一 12 ， 非 矿 性 方 稳 的 线性 化 


3 二 ETVY 


1 
hms™ -#6 In(9- xo) 


+b ntx— xo) 


囊 9 一 13 本 数据 培 


后 ,可 建立 下 列 测量 方程 组 , 即 


1.389 2=a+0.301 02 


1.568 2= ago+0.602 16 
1.754 3=ao+0.903 18 

1.932 0=a0+1.204 16 
有 2=ao+1.397 98 
2.112 3=a0+1.505 26 
2.234 3=ao+1.699 06 
2.301 0=ao+ 1.806 26 
2.415 8= ao+2.000 06 
者 按 最 小 二 乘法 计算 ,由 式 (9 一 15) 得 : 


s- [中 ]- (XX) xy : 


眼下 给 出 矩阵 计算 中 的 风 个 中 间 计 算 结 果 。 
-| 9 na 6] 


XX= Vx’ Dr?) (11.4186 17.0873 
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CA -| 0.730 19 一 0.487 5 
-0.48795 0.384 59 
ee 2 | (9233) 
yz \24.1035 
i Be WE | 0.730 19 — 0.487 5) (07.758 3]- (205 3 
b) \~0.48795 0.384 59 八 24.103 5)  \0.604 80 
经 验 公式 的 参数 为 


an = log™!1.205 63 2 16.056 
bp = 0.604 80 
故 得 经 验 公式 为 


9=16.056 z0.4480 


三 、 用 播 入 法 求 经 验 公 式 


车 经 验 公式 的 形式 为 多 项 式 , 则 还 可 用 插入 法 求 其 回 妇 系数 ,该 方法 的 原理 如 下 . 
设 阔 数 y= 了 (xz) 在 工 轴 上 取 不 等 距 的 zo0,zi;z2，… 点 ,各 点 对 应 的 画 数 值 为 yo, yi, y2， 
…, 则 按 各 阶 差 商 ,6” ,5”,… 的 定义 ,有 
30 一 “和 0 


TO 一 式 ?321 一 区 4 一 六 


= 了 


由 上 述 等 式 可 得 : 
y= yt (zr rod 
= yp + (rz— coldo+ (x — xr)d”) 
= yo + (zr— zoB + (xr— xox — rz) + (rx ~ x2)6"] 
= yo + (x— ro)Go + (x — xox — x1)68 
+ (zr— zor ~ ri)(r— r+ (xr — ra)d”) 
即 | y= y+ (rroBt (x - ro)lzr — zi) 
+ (x— zor — rr ra + (9—22) 
这 就 是 著名 的 不 等 间隔 张 亲 -牛顿 插 人 公式。 在 多 项 式 回归 分 析 中 ,为 简化 计算 ,在 x 轴 
上 取 点 常 是 等 间隔 的 , 若 zo 为 起 始 测量 点 ,间隔 为 及, 则 有 
XI=xoth, T= rot+2h ,x3= rot dh 


由 差 商 定义 ,可 得 一 阶 差 商 


》 = 2 YA 
| 二 = 


如 证 2 一 此 | h h 
1 = 2 


工 3 ”六 2 [a [a 
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二 阶 差 商 


2 二 站 -二 ( 旬 - 各 ) -1 红 
|] 2 有 nh 办 2 天 
并 = 宇 = 示 (名 - 鱼 )-= 二 但 
1 3 一 |! 28 hn 内 2 2 
各 = 主旨- 荆 [ 生 -和 ] -二 纪 
“ 让 4 一 二 2 2h Ea n 了 大 
三 价差 商 
-人 
© 33 一 0 3h\2h2 282) 2X3 
引 - 旦 =- 主 - 二 (人 委 - 工 委 ) -要 
lr WI2h 2h2) 2x3p3 
33 1 
“2 rox Bh\2p2 282) 2x3h 
式 中 : 4o,Al1,az,… 一 一 一 阶 差 分 ; 
84 ,43 一 一 二 阶 差分 ; 
44 一 一 王 阶 盖 分 ; 


将 上 列 各 阶 差 商 定义 公式 代入 式 (9- 一 22), 得 : 


和 A 人 
= 如 + (之 一 20) + — zo (zr -x1) 


1 a) (ea) (sz) + (9 一 23) 
车 所 讨论 的 经 验 公式 为 二 次 多 项 式 , 则 式 (9 一 23) 取 3 项 已 够 , 即 可 写成 下 列 形式 ， 
9=60+ br + bax? (9—24) 
式 中 的 回归 参数 可 按 下 式 计算 : 
Bo= 0 一 天 Z0+ 28570Z1 
b= 分 -总 所 天 
oo= 名 
车 所 讨论 的 经 验 公式 为 三 次 多 项 式 , 则 式 (9- 一 23) 要 取 4 项 ,写成 
9=b0t hr+ bart bar’ (9—25) 


式 中 的 回归 参数 按 下 式 计 算 ; 
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加 Ao A 8 
加 三 加 一 + 72Z0Z1 一 383T0Z1T2 


中 Ap 
Dh hr hr 570Z 
4 4 
+ SRI 0T2 + p31T 
PT AB 4 
2h2 -35zo- 31h3™! 31h3°? 
2 
3 和 


b2 = 


3 二 


例 9 一》 下 列 测 量 数据 ( 表 914 汶 三 次 多 项 式 P=B0+ hr+ baz? + ba 氢 合 ;试用 
插入 法 求 其 回归 参数 。 . i 


圳 9 一 二 例 9 -9 数据 表 


解 : 测量 数据 的 自 变量 x 布点 已 是 等 间隔 的 , 故 数据 处 理 时 ,可 直接 列 出 测量 数据 的 差分 
表 ( 见 表 9 15)。 


0.1 


.1 0.1 


5X7X12 一 EX 125 


bo=83.70- <—10. 9.80) 7 + 1: x7x12x17 


10.80 1 
b= -3X25*7 


1.1 
2x25 


0.1 
6x125 


x12+ xTx12 


证 29 


0.1 
+ 三 x7X17+5X 


1.1 0.1 0.1. 
b= Fx25 5X125X7 6x125 


=0.017 1 


x12x17= 一 2.324 


0.1 
6x 125 


x12— x17 


故 所 求 经 验 公式 为 

9=100.48 -2.524z +0.017 1z2+0.000 136z5 
验算 如 下 ( 见 表 9 一 16)o 
表 9 一 1 例 9 了 验算 数据 表 


有 0.02。 由 于 式 (9 一 25) 是 由 式 (9 一 
23) 裁 取 前 4 项 推算 得 到 的 , 若 截取 更 多 项 ,回归 精度 还 可 提高 ,但 计算 就 更 为 繁琐 。 


四 、 相 关 系数 


在 一 元 线性 经 验 公式 一 节 中 ， 管 讨论 过 回归 直线 回归 精度 的 高 低 ,可 由 相关 系数 p 来 衡 
重 ,o 由 定义 式 (9 一 16) 直 接 给 出 。p 的 绝对 值 愈 接近 于 1, 回归 精度 就 愈 高 ,也 即 回 妇 直线 与 


实验 点 的 拟 合 就 意 好 。 
曲线 问 归 的 情况 则 稍 有 不 同 ,但 我 们 要 求 的 当然 仍 是 使 所 配 的 回归 曲线 与 实验 点 得 到 很 


好 的 拟 合 , 因 此 ,不 能 应 用 式 {9 一 16) ,而 用 式 (9 一 19) 就 比较 合理 , 即 


或 由 践 差 平方 和 表示 , 邯 


并 以 它 作 为 衡量 曲线 拟 合 好 坏 的 指标 ,为 区 别 于 直线 回归 的 情况 , 引 人 新 的 代号 P”, 即 


2 
p* = 1- 全 全 (9 一 26) 
p "2 称 为 相关 指数 , 它 的 平方 根 p* 称 为 相关 系数 ,p “ 愈 火 , 则 表明 所 配 的 曲线 拟 合 效果 愈 
好 。 
加 Dy -9 加 
与 一 元 线性 经 验 公式 的 情况 一 样 , * = \/ 二 一 一 称 为 剩余 标准 差 , 它 可 作为 衡量 所 
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配 曲线 拟 合 精度 的 标准 。 ， 
例 9 一 10 试 计算 例 9 一 8 所 列 测量 数据 与 所 配置 的 指数 曲线 ?= 16.056z0 人 名 的 相关 系 
数 。 


解 ; 按 表 9 一 17 顺序 进行 数据 处 理 。 
表 9 一 17 便 9t0 数据 只 


24.417 
37.133 
56,471 
85.879 
112.489 
i130.603 
171.070 
198.616 
260.158 


了 =119.76 S=50132.1 Q=3.7105 
故 得 相关 指数 为 


2 QQ 3705 
oo2=1- 总 =1- 订 1 本 必 0.99993 


其 相关 系数 
p* = V0.99993 = 0.999 96 ~ 1 


所 以 配置 的 指数 曲线 与 实验 点 的 拟 合 是 很 好 的 。 
$ 9 一 4 ”多 元 线性 经 验 公式 


多 元 线性 经 验 公式 是 反映 一 个 因 变 量 与 两 个 或 两 个 以 上 自 变量 关系 的 线性 函数 式 。 许 多 
工程 实验 中 常 涉及 两 个 或 两 个 以 上 影响 因 变 量 的 因素 。 风 元 线性 经 验 公 式 的 一 艇 形式 为 


= a0t ATi ar t (9—27) 


式 中 : 3 一 一 因 变 量 (y 的 估计 基 ); 

x1sT2 "一 一 自 变量 ; 

如 站 三 1 站 2 一 一 多 元 回归 参数 。 

原则 上 ,上 述 计 算 一 元 线性 经 验 公式 回归 参数 的 方法 ,都 可 用 于 多 元 线性 经 验 公 式 的 情 
况 , 以 下 只 介绍 一 种 回归 精度 较 高 的 最 小 二 乘法 。 为 了 计算 简单 , 先 计算 具有 两 个 自 变量 的 情 
锅 。 

正如 一 组 测量 数据 { zi, ) 可 以 在 两 维 图 上 求 得 一 条 最 小 二 续 直 线 那样 ,一 组 测量 数据 
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(zuyz2i+ 和 ) 可 以 在 三 维 图 上 求 出 其 最 小 二 乘 乎 面 。 各 实验 点 距离 该 平面 的 偏离 平方 和 下 为 
E= 2(y-9:= > (7 一 ao- aizl 一 azz2)2 
回归 参数 a0,a1,az 应 该 是 当下 为 最 小 时 的 估计 量 ,为 此 ,应 将 下 分 别 对 a0,al,a; 求 导 ， 
并 使 其 导 函 数 为 专 , 以 得 到 下 列 方程 组 ， 
Dy = nag+ a12) x1 + az 2 za 
2 = aoD ri t+ a dy xt + a2 2d) zlza {9—28) 
Dy 一 a027 x2 十 412) zlz2 十 4a2 D7 2 
式 (9 一 28) 称 为 正规 方程 组 ,方程 中 的 n 为 测量 数据 的 点 数 。 解 此 正规 方程 组 ,就 可 以 得 
出 回归 参数 ao,ai 与 a2。 但 是 ,通常 为 了 简化 计算 ,人 们 常 以 变量 与 其 均值 之 差 即 (x 一 到 1， 
工 2 一 玉 2，y 一 了 了) 来 建立 另 一 形式 的 方程 ,这 样 变换 的 结 困 ,可 使 正规 方程 组 减少 一 个 方程 式 。 
由 于 


yaot Ar 42x2 


因而 y=a0t azit a2T2 
故 y-F=a(xi- x1) + a ra ~ I2) 
或 写成 Y¥ 一 让 1 二 全 十 区 2 和 2 (9—29} 


上 一 + 一 1 一 
起 中 ,yy = 了 一 也 ，ZT 一 工 1 一 天 92 = x2 一 E20 


于 是 , 式 (9 一 29) 的 正规 方程 组 就 可 表示 为 


Dj y= | (9_30) 
. 2 yx2= a1 2 7 rr2+ qa22) 工 
解 此 方程 组 ,可 得 ec; 和 az 为 
(DyrD DOr) Dr) (yr?) 
a (SD 3) (Drie) (9 31) 
(yz2)(2z3) ~ Or) yz) 
a 和 (Bir) (032) 
参数 a1,02 确定 后 ,就 可 计算 第 三 个 参数 a0, 即 
dQ0=7— A111 — 4x2 (9—33) 
这 样 就 得 到 了 具有 两 个 自 变量 的 线性 经 验 公式 , 即 
9=F+a(ri 一元) 十 CC 2 一 天 24 
或 写作 =a0+ arrit a2r2 (9—34) 
车 用 和 矩阵 进行 计算 , 则 由 式 (9-—29) 可 建立 方程 为 
¥=KA (9 一 35) 
yl XH a 
， 本 
式 中 = ,= 用 入 = 六 = 本 
> Xn TZ 
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一 三 
txt) 


"| 
#2 

以 上 和 矩 跨 中 的 元 素 x 的 第 1 个 脚 标 是 自 变量 z 的 序号 ;x 的 第 2 个 脚 标 与 y 的 脚 标 代表 
实验 点 的 序号 。 


由 最 小 二 乘法 原理 ,可 得 类 似 于 式 (9 一 15) 的 结果 , 即 


41 一 A: 
有 A= | | -加 人 (9—36) 
2 
由 于 . 
Zl 之 2 
fxr 5 ] zi To = rt Zrix', 
2x2) 了 122 Tn : : Drrs Dr 


Tl Tz ; 
( 色 锭 )-! = 一 一 一 - 1 Sr -or 
(x (Dr3)(D) 7x2) _ 《人 > 人) rz Px’? 上] 
3 1 
y 2 _ Em y 
a Sz’, y 
2 


将 上 列 ( 儿 党 ) ,吉他 的 计算 结果 ,代入 式 (9 一 36), 就 可 得 到 与 式 (9 一 31), 式 (9 一 32) 相 
同 的 结果 。ao 仍 可 按 式 (9 一 33) 计 算 。 

当 多 元 线性 经 验 公式 具有 mz 个 自 变量 时 , 式 (9 一 36) 仍 可 适用 。 此 时 ,待定 的 回归 参数 共有 
(ma+ 卫 个 ,其 中 ,ao 按 式 (9 一 37) 计 算 ,其 余 由 式 (9 一 35) 算 出 。 显 然 , 和 矩阵 A ,广发 , 作 各 为 


机 和 要 
_ Tu TH Tn 
(2x1) 


本 a Ea 
Ta Tn Tn 


tm 
Dx? 2 rir’2 “" 2 rr 
1 :2 _., ， ， 
去 久 = i ~ . 2 rr 
Dr Dr 
Dry 
间 坦 = 2 ray 


Dry 
将 毒 壳 求 道 后 ,与 发光 一 起 代入 式 (9 一 35) , 即 可 得 出 a1, a2,*… ,amo 
而 0 为 ’ 
1 络 


Q0 一 玫 一 @1 元 1 一 Q2 元 2 一 一 CE 《9 一 37) 
这 样 , 就 得 到 多元 线性 经 验 公式 汐 
YF+ ear — T+ a ra— Ta) +t et amt Tm — Fm) 
或 写作 Pao0tarit azz2 + "+ dntm (9—38) 
例 乡 -11 试 将 表 9 一 18 所 列 测量 数据 按 线性 关系 确定 其 间 的 关系 。 


胡 9 一 18 例 少 -tt 测量 数据 


解 : 先 计 算 变 量 的 均值 ,得 : 
T=12.09, x1=9.,1, £2=751.2 
再 按 表 9 一 19 顺序 进行 数据 处 理 ,利用 式 (9 一 31) 及 式 (9 一 32), 得 : 
DD -ey 
= — 68.95 x 211.6—162.4x(-71.38) ~-2997,71 = -0.382 


161.7 x 211.6 一 162.42 ~ 7841.96 
Oy Dry 
(2 | 
_ 二 了 .38x 161.7- 162.4x(- 68.95) _ ~ 344:666 __ 0 0440 
161.7 x 211.6 ~ 162.4 7 841.96 


故 所 求 经 验 公式 为 
多 一 光一 一 0 和.382(z1 — £1)—0.044 人 (zy — FE2) 


将 各 变量 的 均值 六 =12.09,z1=9.1 及 z=751,2 代入 ,整理 后 得 ; 
9=48.62—0.382x1—0.044 0zs 


在 多 元 线性 经 验 公 式 中 ,与 一 元 的 情形 一 样 ,检验 回归 精度 的 高 低 , 或 者 说 检验 y 与 
一 19 例 9-i1 数据 处理 家 


了 = 
于 | 下 1 二 开 I 一 工 1 


yrs=l r=161,7| Er3=21.6 


TT 1 


zl,T2，… ,zm 线性 关系 密切 的 程度 ,可 用 回归 平方 和 U( 或 者 残 差 平方 和 妨 ) 在 总 平方 和 S= 
by 中 所 占 的 比例 来 衡量 ， 用 下 式 定义 的 可 为 


.= NE pe 
p "也 可 表示 y 与 z1,z2,…, xn 线性 相关 的 密切 程度 , 称 为 多 元 相关 系数 。p 的 数值 全 


接近 于 1, 回归 的 精度 就 愈 高 。 
例如 ,在 例 9 一 11 中 ,要 检验 其 回归 精度 时 ,下 可 以 分 别 计算 ， 


D7(y - 3)? = 31.39 
Dy~ 3) 工交 

于 是 p* =a/1-— I -0.97 
或 po"?=0.94 和 人 
可 见 ,相关 是 良好 的 , 即 经 验 公式 与 实验 吉 拟 全 是 良好 的 。 : 


“(9—39) 


. 
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第 十 章 ”随机 过 程 及 其 数据 处 理 基础 


“ $10 一 1 概 述 


随 着 科学 技术 的 发 展 ,特别 是 电子 技术 、 自 动 控 制 ,计算 技术 和 电子 计算 机 的 飞速 发 展 , 动 
态 测 量 在 科学 研究 和 生产 实践 中 的 应 用 也 越 来 越 广泛 。 

在 机 械 制 造 业 中 ,二 如 用 各 种 动态 测量 仪 检测 丝 杠 .齿轮 等 典型 零件 和 一 些 形 位 参数 ,以 
及 零件 在 加 工 过 程 中 的 某 些 自动 检测 和 振动 \ 速 度 等 动力 参数 的 实时 测量 ， 都 属 动态 测量 的 范 
贱 。 

动态 测量 是 在 静态 测量 的 基础 上 发 展 起 来 的 ， 两 者 有 不 少 共性 和 相似 之 处 ,但 又 有 很 大 的 
本 质 性 的 差异 。 

本 书 前 面 各 章 所 涉及 的 ,主要 是 对 某 一 物理 景 (如 尺寸 ) 或 若干 个 物理 量 作 多 次 重复 测量 ， 
. 着 重 论述 测量 结果 的 统计 特性 和 数据 处 理 方 法 。 其 特点 为 被 测 值 是 不 随时 间 连 续 变 化 的 静态 
量 值 ,测量 取 值 时 ,测量 系统 ( 测 旺 器 具 或 装置 ) 也 多 处 于 稳定 的 静态 。 

动态 测量 则 复杂 得 多 。 测 量 对 象 是 随时 间 ( 或 衬 间 ) 而 连续 变化 的 动态 量 值 。 其 原始 的 单 
次 测量 结果 是 一 具体 函数 或 记录 曲线 (静态 测量 为 一 具体 数值 ), 而 多 次 重复 的 测量 结果 ,是 由 
一 组 具体 函数 体现 的 随机 函数 (一 般 是 以 时 间 i 为 自 变 量 ) ,也 叫 作 随机 过 程 ( 带 芒 测量 是 由 一 
组 具体 数值 体现 的 随机 变量 )。 动 态 测量 系统 在 显示 测量 结果 的 过 程 中 , 它 本 身 也 是 处 于 连续 
变化 的 运动 状态 。 基 于 上 述 , 可 以 这 样 看 ,静态 测量 是 动态 测量 的 一 种 特例 。 

和 静态 测量 一 样 ,动态 测量 数据 处 理 的 主要 目的 ,也 是 要 对 测 得 数据 进行 合理 处 理 , 以 求 
能 精确 而 可 草地 给 出 测量 结果 ,并 对 测量 误差 进行 估算 和 评定 。 


$ 10 一 2 ”随机 过 程 及 其 特征 量 


一 、 逢 机 过 程 的 基本 概念 


由 于 动态 测量 结果 表现 为 一 随机 过 程 ,所 以 我 们 首先 要 了 解 随机 过 程 的 基本 概念 。 图 
10 一 1 所 示 为 第 1,2,3,… 及 第 N 次 动态 重复 测量 结果 的 记录 油 线 。 其 中 ,每 一 条 曲线 叫 作 一 
个 “样本 "样本 函数 ) 或 “实时 ”, 它 是 一 个 非 随机 的 确定 画 数 。 理 论 上 ,每 一 条 具体 曲线 都 可 用 
一 具体 函数 来 表示 ,但 太 复杂 (有 少数 例外 ) ,实际 上 很 难 作 到 ,或 者 是 很 难 精 确 地 作 到 ,而 且 实 
用 上 也 无 此 必要 。 因 此 ,我 们 实际 研究 的 对 象 ,就 是 这 些 项 线 组 (样本 函数 组 )。 

一 般 曲 钱 组 的 横 坐 标 都 是 时 间 : ,部 表示 随机 函数 (随机 过 程 ) 以 时 间 上 为 自 变 量 。 例 如 ， 
当 切 前 用 量 一 定时 ,自动 加 工 中 工件 尺寸 的 变化 ,就 是 时 间 z 的 随机 西数 。 动 态 测量 常 将 被 测 
的 非 电 量变 撞 为 电量 ,而 测量 电流 电压 等 电量 时 ,其 波形 的 延展 ,也 是 以 时 间 上 为 自 变 量 。 

在 几何 量 的 动态 测量 中 ,通常 过 到 的 是 以 长 度 或 角度 值 为 自 变量 。 例 如 测量 导轨 的 直线 
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Xt 


i fa2- 1+T 
图 10 一 1 


度 误差 ,就 是 以 被 测 长 度 ! 为 自 变量 ;测量 畏 件 的 圆 度 误差 ,是 以 转角 日 为 自 变量。 这 种 随机 
过 程 ( 有 人 叫 作 随机 场 ), 其 研究 方法 和 处 理 措施 和 一 般 以 时 间 + 为 自 变量 的 随机 函数 是 一 样 
的 。 

随机 过 程 (随机 函数 ) 可 用 处 (1 ) 表 示 , 它 是 许多 样本 ztztjyyzztl ,zn(z) 的 总 体 { 集 
合 ) 即 

XC) = {rt), rll) rN(£))| 

在 每 一 个 具体 时 刻 , 即 随机 函数 自 变量 {时 间 #) 的 每 一 个 给 定 值 , 称 为 一 个 截 口 ,如 图 
10 一 ! 中 的 与 或 所 = 旺 +z 等 。X (在 其 一 截 口 (如 裁 口 ) 上 的 含义 ,是 一 组 随机 变 基 
ZX1(21),Y2(f2),… ,TN(t1) 的 总 体 ,如 图 10 一 1 中 用 虚线 表示 的 各 坐标 值 。 如 果 是 测量 轴 件 
的 圆 度 , 那 某 个 截 口 就 可 近似 地 看 作 是 在 被 测 圆 周 上 的 某 一 点 作 N 次 静态 重复 测量 的 结果 。 
因此 ,随机 过 程 可 看 作 是 相 于 有 统计 关联 的 无 穷 多 个 截 口 的 总 和 ;每 个 样本 (记录 曲线 ) 是 无 穷 
多 个 点 (静态 测量 的 结果 ) 的 总 和 。 当然 ,这 只 是 从 形态 上 区 分 静态 测量 和 动态 测量 。 

从 图 了 0 一 1 中 的 横 坐 标 来 看 ,各 曲线 具有 冰 数 的 性 质 ,从 答 直 于 坐标 平面 的 纵向 来 看 ,各 
截 晶 具有 随机 变量 的 性 质 ,所 以 随机 过 程 兼 有 随机 变量 和 函数 两 方面 的 特点 ,研究 随机 过 程 ， 
要 时 刻 注 意 这 一 特点 。 


二 、 随 机 过 程 的 特征 量 
随机 过 程 的 数据 处 理 ,过 去 多 用 所 谓 “ 模 拟 法 ”， 即 用 各 种 模拟 式 仪 器 对 代表 被 测量 值 的 电 
基 进 行 测 量 ( 主 要 是 电压 和 电流 测量 ) ,并 通过 各 种 电路 进行 送 算 处 理 。 随 着 电子 计算 机 的 迅 


速 发 展 ,动态 测量 的 数据 处 理 , 主 要 是 用 数字 计算 机 和 各 种 微 处 理 机 。 这 就 要 求 对 测 得 的 样本 
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{记录 曲线 ) 进 行 离散 采样 ,从 许多 个 截 口 上 得 出 数字 系列 ,一 般 是 按时 间 间 卫 的 顺序 采样 , 故 
简称 时 间 序 列 。 对 被 测 非 电量 经 传感器 转换 成 的 电量 ,要 进行 数字 化 处 理 。 

我 们 知道 ,随机 变量 可 用 数字 特征 量 来 表征 ,如 用 算术 平均 值 和 方差 o? 或 标准 善 o 等 。 
随机 过 程 也 一 样 ,要 用 一 定 的 特征 量 来 分 析 和 描述 。 常 用 的 特征 量 有 算术 平 乌 值 高 数 (简称 均 
值 汕 数 ) 方差 函数 . 自 相 关 晃 数 和 谐 密度 函数 (主要 用 于 平稳 随机 过 程 , 见 后 )。 

1, 均值 函数 和 方差 函数 

由 上 述 可 知 ,从 随机 过 程 的 每 - :个 截 口 ,都 可 取得 一 组 形式 上 相当 于 定点 表态 测量 结果 的 
随机 变量 ,然后 按照 以 前 叙述 的 方法 ,计算 出 每 - 戴 口 的 均值 未 和 方差 o。 

如 在 +1 截 口 ,有 均值 


~ 


re 人 ti) 


z= 芭 NN (10 一 1) 


方差 ( 按 贝 塞 尔 会 式 ) 为 


2 Lz) 一 元 了 
of= 和 一 (10 一 2 ) 
式 中 , 为 取样 曲线 数目 (样本 数 日 ), 即 重复 测量 的 次 数 。 
这 样 ,曲线 组 (如 图 10 一 1) 上 无 穷 多 个 截 口 的 均值 +; 和 方差 o? 分 别 连 接 起 来 而 形成 的 新 
的 曲线 ,就 可 表示 随机 过 程 的 均值 荡 数 和 方差 函数 。 它 们 都 是 非 随机 的 时 间 函 数 , 必 要 时 (一 
般 无 此 必要 ) ,可 通过 对 足够 多 的 截 口 的 元 和 值 分 别 进行 回归 处 理 , 求 出 其 函数 式 。 
均值 函数 wx.(z) 为 随机 应 数 多 (1) 的 数学 期 望 。 即 


mi(t) = E[X(E)) (10—3) 
方差 钞 数 2{1) 为 随机 函数 区 (2) 的 二 阶 中 心 卡 。 节 
gt = DLXtt)) = 开导 人) 一 os 人] 《10 一 4) 


随机 函数 的 标 谁 差 为 


ot) = Er) — m7 
随机 函数 的 二 阶 原点 距 称 为 均 方 值 ,以 迷 () 表 示 , 其 表达 式 为 
P(t) = ELx2(2)) (10—5) 
方差 和 均 方 值 可 反映 随机 过 程 的 强度 ( 见 后 )。 
由 式 (10 一 4) 有 
od(2)= Eze) -2 zx) mt) + m2(t)) 
= E[z2(2)] 一 2 ml(t)E(z(t)) + mii) 
= J2(2) -zzz 
即 2) = oo 人 ty) + m2t) (10—6) 
式 (10 一 6) 为 均 方 值 分 量 式 。 当 均值 函数 pr.{1)=0, 即 对 已 中 心 化 的 随机 函数 , 均 方 值 
沙 数 即 等 于 方差 涵 数 。 
例 10- 一 1]09 为 1 im 线 纹 尺 分 段 检定 ,在 每 100 mm 处 重复 测量 6 次 ,所 得 结果 列 于 表 
10 一 1。 这 可 看 作 是 一 个 以 尺 长 天 为 自 变 量 的 随机 过 程 。 
138 


表 10 一 ! (pm]) 
尺 由 
-~ 了 
0-300 | 0~400 | 0 一 500 "0~900 | 0~1000 
0.63 | 1.20 1 1.51 . 2.54 2.64 
D.70 1.26 1.55 ， | 2.56 2.66 


0.67 1.22 1.32 . 2.00 2.67 


0.69 | 122 | 1.54 | 2.72 | 2.64 | 2.6 
073 ，130 | 1.58 . 2.69 
0.76 ， 128 | 1.60 . 2.70 


| 


0.697 | 1.247 | 1.550 | . 2.622 


0.045 0.039 0.035 | 0. 0.066 


表 中 的 测量 尺 秆 分 段 ,是 为 了 便于 计算 自 相 
关 函 数 ( 列 后)。 表 中 末 两 行 x, 和 og, ,是 以 测 得 
的 数据 按 式 C10 一 1) 和 式 (10 一 2) 计 算得 出 的 各 尺 
寸 段 的 雹 值 和 标准 差 。 按 其 值 作 图 ,如 图 10 一 2 
所 示 。 图 中 ,前面 绕 部 分 表示 荆 3v 的 范围 。 | 

从 表 中 的 ms 值 或 从 图 中 均 可 看 出 ,该 被 检 
尺 有 一 明显 的 随 尺 长 延 健 而 基本 上 是 呈 线 性 增长 
的 系统 误差 ,而 各 截 口 的 随机 误差 { 以 so, 表示 ) 则 
比较 接近 。 | 

2, 自 相关 柳 数 

均值 和 方差 可 描述 随机 过 程 在 基 个 截 口 { 妈 
某 一 时 废 ) 所 获得 的 一 组 随机 次 量 的 统计 特性 。 用 实验 方法 得 出 的 均值 函数 和 方差 画 数 ,从 本 
质 上 看 ,也 只 是 各 个 截 口 的 特征 量 的 集合 ,它们 虽 能 说 明 随 机 过 程 的 某 些 情况 ,但 还 不 够 。 因 
为 对 随机 过 程 , 常 需 了 解 过 程 中 前 后 截 口 (不 同时 刻 ) 随 机 变量 之 间 的 统计 依 玖 关系 或 相关 情 
况 , 艺 后面 基 一 截 口 随机 变量 的 取 值 ,对 前 面 茶 一 截 口 的 随机 变量 是 否 有 菜 种 联系 ”特别 是 线 
性 联系 ,其 线性 依赖 程度 如 何 ? 此 外 ,有 时 还 需 了 稻 变 化 过 程 中 的 频率 成 分 , 故 需 村 有 一 反映 
此 相关 程度 的 特征 量 , 它 就 是 自 相 关 冰 数 ,简称 相关 函数 。 

图 10 一 3 所 示 两 个 随机 过 程 ,其 均值 曲线 大 体 上 相同 ,方差 曲线 (未 画 出 ,可 采样 计算 ) 或 
离散 范围 也 相近 ,但 过 程 前 后 的 统计 依赖 关系 , 却 相 对 变化 却 大 不 相同 。 图 10 一 3(a) 变 化 组 
慢 ,规律 性 较 强 ,低频 因素 ,如 低频 信和 号、 低频 误差 等 在 过 程 中 起 主导 作用 ;而 高 病因 素 则 相对 
地 影响 较 小 。 过 程 中 各 和 截 口 (如 图 中 的 上 和 :=z +r 蕉 口 ) 随 机 变量 的 分 布 ,有 明显 的 线性 联 
系 和 规律 性 , 即 相 关 性 强 。 

图 10 一 3(b) 则 相反 ,过 程 前 后 变化 剧烈 ,无 明显 规律 和 联系 ,相关 性 弱 , 各 种 频率 成 分 者 
在 其 中 起 作用 。 道 过 后 面 的 进 一 步 说 明 , 我 们 将 知道 这 两 种 随机 过 程 有 很 大 的 实质 差异 , 因 
此 ,就 有 必要 引用 一 特征 量 米 描述 这 种 差别 。 

在 前 面 第 六 章 讨论 两 个 随机 变量 x ,y 的 独立 性 和 相关 性 时 , 曾 引用 协 方差 cov( xz，y) 的 


Limm 
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图 切 一 3 


cov(z sy) = Elfz — E(xz))[ly - EC(r))! 

对 随机 过 程 来 说 ,在 分 析 两 截 只 的 相关 性 时 ,就 可 把 两 截 口 的 两 组 随机 变量 x(2) 和 x (i 

+z 交 图 10 一 1) ,类 似 地 按 土 式 中 的 两 随机 变量 x ,y 来 处 理 。 于 是 有 
K(frt + rt) = Elztt) ~ Elr(e))) z(t + t)- Elz{z + 5))|) 
- 一 下 [zf 人 ty 一 et 人) 一 os 二 ri {10—7) 

天 st Tt)MM 作 自 和 相关 阔 数 {是 一 个 二 元 的 非 随 机 栈 数 ), 以 区 别 于 两 个 随机 过 程 之 间 的 
互相 关 琐 数 ,可 描述 随机 过 程 尾 意 责 截 口 之 同 的 相关 情况 , 即 可 反观 后 一 截 口 随机 变量 的 取 值 
对 前 一 截 口 随机 变量 取 值 的 线性 依赖 程度 。 

在 实际 应用 中 ,可 设法 使 均 利 函数 xm, (1)=0。 如 用 高 通 滤 波 的 方法 滤 除 mtt), 或 对 
x{t) 熙 线 之 点 威 法 m(2)。m;(t)=0 的 随机 函数 , 岂 作 中 心 化 的 随机 函数 ,这 里 用 xz) 表 
未 ,于 是 式 (10 一 7) 可 写成 

K(f fr) = Elxi(e) re + rt}] (10—8}) 

为 了 实用 计算 方便 , 自 相 关 冰 数 还 可 采用 无 量 网 的 “标准 自 相关 函数 "的 形式 ,其 定义 为 

K,(t,t +r) 
orlt)olt t+) 
这 和 两 个 随机 变 早 x ,y 的 相关 系数 的 形式 也 是 对 应 的 。 即 
cov( 之 


Ga 
pztz,2 十 Tf) 也 是 在 0~1 之 间 ,等于零 意 味 着 完全 独立 ,无 相关 性 ;等 于 1 时 为 完全 相关 。 
当 r= 刀 时, 即 表 示 同 一 截 口 : 的 自身 相关 ,这 当然 基 完 全 相关 。 此 时 有 
Ktst) = E(x = ot) = (1) {10—10) 
of) 
prlt,t) = zo ty = 1 (10—11) 
式 (10 一 10) 说 明 ,r=0 的 自 相 关 函 数 就 是 随机 过 程 的 方差 函数 。 因 此 ,方差 函数 可 看 成 
自 相 关 涵 数 的 一 个 特例 。 由 此 也 吉 着 出 名 相 关 阔 数 的 重要 性 。 
按 离散 采样 数据 { 如 表 10 一 1 中 的 数据 ) ,根据 式 (10-~7) 计 算 自 相 美沙 数值 ,可 用 以 下 公 
式 : 
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prltst + rT) = (10-—9) 


Dry 一 


Ke = H(t) - ml) -mu(t] (10—12) 


_ KK,.(t,t’) 
Pr(t,t) = rt)a tt ) 


zt) ~ malt) rt) -ms 人 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 {10—13) 
Pe - mPa ) - ml) 


例 10 一 2 按 夫 10_1 中 的 数据 计算 自 相关 函数 值 。 
解 : 不 同 的 上 和 * =:+r, 都 是 用 式 (10 一 13) 计 算 。 当 1 =0~100 mm( 相 当 旨 , 居 =0~ 
300 mm( 相 当 7 ) 时 ,有 
p(t 7)=[(0,18~0,277) x {0.63—0.697) + {0.30-0.277) x 
(0.70-0.697) + (0.30 -0.277) x {0.67—0.697)+ 
(0.25—0.277) x (0.69—0.697)+ (0.30—0.277) x 
{0.73—0.697) + {0,33—0.277) x {0.76~0.697))+ 
{CC0.18—0.277)? + (0.30—0.277)?+ (0.30-0,277}+ 
(0.25—0.277)2+ (0,30~0.277) + (0.33 -0,277)?) x 
((0.63~0.697)?+ (0.70—-0.697)+(0.67-0.697)+ 
(0.69 -0.697)2+ (0.73—0.697)?+ (0.76-0.697)?)|} 
=0.84 
用 同样 方法 可 计算 各 两 两 尺寸 段 之 间 的 标准 自 相关 阔 数 值 ,将 其 列 于 表 10 一 2， 
囊 10 一 2 标准 自 相 关 冰 数 值 


finm 


Tm 


由 表 吉 一 2 可 看 出 , 当 1 二 1 时 , 即 尺 寸 眉 在 同一 截 口 上 相关 ,当然 是 完全 相关 , p.(? ,7") 
=1。 尝 中 数据 是 成 斜 三 角形 对 称 的 ,这 说 明 自 相关 阔 数 是 对 称 函 数 。 
对 相同 的 间隔 /一 /将 p, 取 平 均值 。 如 对 下 一 1=100 mm, 有 


pim= 吉 (0.82+0.62+0.90+0.98+0.48+0.63+0.49+0.91+0.81) 
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=0,74 
对 己 -7=800 mm 有 


Pa00 二 二 (0.63 +0.76) 0.70 


将 全 部 p 值 列 于 表 10 一 3。 
囊 1 一 3 疡 值 表 


由 表 10 一 3 可 看 出 , 自 相关 函数 值 不 随 过 程 的 延伸 (: 的 延长) 而 急剧 误 小 ,这 说 明 过 程 中 
含有 某 种 规律 性 的 因素 。 将 p, 值 作 回归 处 理 , 可 得 出 自 相关 函数 式 。 

3, 谱 密 庶 函 数 (频谱 函数 ) 、 

随机 过 程 可 从 幅 域 .时 域 和 频 域 三 方面 进行 描述 。 均 值 和 方差 函数 主要 是 从 幅 域 撒 述 随 
机 过 程 各 截 口 的 特征 量 , 自 相 关 函 数 是 从 时 域 描 述 随机 过 程 的 特征 基 ,而 从 频 域 描述 随机 过 究 
( 指 平稳 随机 过 程 , 见 后 ) 的 特征 量 是 谱 密 度 函 数 。 

关于 谱 密 度 函 数 的 含义 ,特性 及 计算 方法 等 内 容 , 为 了 阐述 方便 ,留待 稍 后 再 介绍 。 

表征 随机 过 程 的 特征 量 还 有 -- 些 ,但 均 属 次 要 ,有 的 实际 应 用 很 困难 ,这 里 就 不 一 一 列举 
了 。 


$10 一 3 ”平稳 随机 过 程 


随和 机 过程 有 平稳 和 非 平稳 之 分 ,实际 应 用 中 (包括 动态 测量 ) ,处 理 的 大 量 问题 是 平稳 随机 
过 程 。 平 稳 随机 过 程 在 采样 ,分 析 .计算 等 各 方面 都 比 非 平稳 随机 过 程 简单 得 多 , 因此 有 必 莫 
对 平稳 随机 过 程 必 较 详细 的 介绍 。 


一 、 随 机 过 程 的 平稳 条 件 


一 般 来 说 @, 随 机 过 程 z(:) 的 统计 特性 不 随时 间 + 而 变化 , 则 此 过 程 为 平稳 随机 过 程 ; 否 
则 为 非 平稳 随机 过 程 。 因 此 ,平稳 随机 过 程 的 条 件 是 : 
(1) 均值 函数 为 一 常数 , 即 
mz(1) 二 ma( mz 为 常数 ) 
(2) 方差 光 数 亦 为 一 常数 , 即 
D.(4)= De(D。 为 常数 ) 
(3) 自 相 关 函 数 为 元 函数 K,(+), 即 只 取决 于 两 截 口 相 在 的 时 间 ,而 与 无关。 由 舱 
面 可 知 ,c=0 时 的 自 相关 函数 KK.(0) 即 为 方差 汪 数 , 且 为 一 常数 ,而 均 信函 数 又 可 通过 中 心 化 
使 m。=0, 帮 平稳 随机 过 程 的 主要 条 件 是 自 相关 函数 为 一 元 函数 Kt)。 
图 10-_4(a) 所 示 为 一 平稳 随机 过 程 。 而 图 10 一 4(b) 由 于 方差 函数 不 为 沉 数 ,图 10 一 4(c) 


各 平稳 条 件 有 宽 、 严 之 分 ,这 里 所 说 的 是 一 般 工程 应 用 的 宽 平 稳 条 件 、 严 平稳 有 严密 的 数学 条 性 六 。 
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均值 函数 和 方差 函数 都 不 为 常数 ,因此 都 是 非 平 稳 贿 机 过 程 。 


x 


CORO WE 


图 10 一 4 


二 平稳 随机 过 程 的 自 相关 函数 


平稳 过 程 的 自 相 关 疯 数 为 一 元 站 数 KK,(r), 它 具有 以 下 性 质 。 
(1) K,(z) 为 一 偶 函 数 。 因 有 
K(~r)=ECx (rt)r (rr)) 
= Elxi(t +r)r(t))= RK,(r) 

式 中 ,六 = 一 re 

这 样 ,在 计算 K,(r) 的 函数 值 时 ,可 只 考 虚 + 实 0 的 范围 。 而 非 平 稳 随 机 过 程 的 自 相 关 函 
数 只 为 对 称 函 数 ,不 是 偶 函 数 。 

(2) 当 r=0 时 ,KK,(r)y 有 最 大 值 ,日 等 于 方差 。 

我 们 知道 , 任 一 非 负 的 消 数 的 数学 期 望 均 大 于 零 值 , 即 

El[zr(0) + zr(r}]} 守 0 
展开 后 得 ; 
E{x*(0)] + 2E{(x(0)x(r)) + Elz*(r)] 20 
对 平稳 过 程 ,方差 为 常数 , 即 
E[z2(0)】 = E{z2(r)] = K,(0) = 常数 
又 有 E[r(l0)xtr)}= K,(r) 
代 人 上 式 , 则 
K.(0) + 2K,(r) + KO0) 0 

故 K,(0)221K,(r)| 

{3) 如 随机 过 程 z(1) 中 有 周期 为 了 的 成 分 , 则 自 相关 跑 数 K,.(r) 中 也 同样 有 周期 为 个 
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的 域 分 。 
因 有 局 期 为 工 的 成 分 , 故 
| X(t) = x(t + TT) 


于 是 K(r+ T)=E[xo(i) rt + r+ T)) 
=E[zx (2) x (t+ r)) 
=K.(r) 
(4) 车 均值 为 零 ,而 在 rc~> 吕 时 ,x{1) 与 z(t ++) 又 互相 独立 {不 相关 }, 则 有 
limK.(7) = 0 
证 : lim Ks(r)= limE[Cz(t)z(e+ 7)) 


= lmE[lz" (2))ELz (t+ e))=0 
实用 中 ,如 无 周期 成 分 ， 则 平稳 过 程 在 rt 很 大 时 ， 其 前 后 相关 性 已 很 微弱 而 呈现 出 明显 的 
不 相关 ,此 时 K,(r)0。 
(5) 由 互 相 独 立 的 若干 个 随机 函数 (合成 的 随机 本 数 z(t) 的 自 相关 函数 ,等 于 各 沾 
相 吉 项 随机 函数 的 自 相关 函数 之 和 。 此 为 自 相 关 耳 数 的 加 法 定理 。 
证 ; 先 设 工 (2)= z(t) +r; =t+to 
K,{t,t') = Elzx(t) z(t )) 
= Ez1(t) + za(t) [z(t ) + xalt' ))) 
一 五 [zt )} + ELr2(t) ra(t’)] 
+ Elxi(t)zxatt’ )) + 五 [zzft)zigt )] ， 
= Ke (t,t ) + Ke le,’) 
同样 可 推 证 得 sx 个 独立 随机 函数 之 和 的 情况 为 


K,(t,t’) = DK, (17) 
当 z=0, 即 放 =t+t=t 时 , 则 有 各 
K,(0) = >)K, (0) 
此 式 即 为 方差 项 之 和 。 
= 2D, 


理论 上 可 和 一 coo。 

(6) 在 随机 次 数 zt 上 加 一 非 随机 的 确定 性 函数 g(tz) 时 ， (+) 的 均值 画 数 将 加 上 同样 
的 非 随机 函数 g(:), 而 自 相关 函数 不 变 。 因 为 过 程 前 后 各 截 口 的 随机 变量 的 相对 变化 没有 收 
变 。 所 加 非 随机 函数 可 通过 中 心 化 滤 除 。 

(7) 随机 函数 z(#) 梯 以 非 随机 因 闻 Pt) 时 ,所 得 新 的 随机 函数 y(t) 的 均值 函数 my 和 
也 鹿 线 + 同一 因子 ,而 其 自 相关 函数 K,(t ,tz ) 要 和 世上 F272) f(z)。 

证 ， my(£) = ELy(t)) = ELz(t) ft8)) 

= f(AE[LL2)) = Flt) rm (2) 
Kylt,t’) = Ely (#2)y (#)) 
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= Ellyti) — mt) y(t) - mer) 
= EIfEL) — mt) Cr ) — mt ))) 
= FOOFCE DR (t,t’) 
性 质 6 和 了 对 非 平稳 过 程 也 是 适用 的 , 它 在 分 析 随 机 过 程 及 对 某 些 非 平稳 过 程 作 平 稳 化 
处 理 时 村 用 到 。 
三 、 平 稳 随机 过 程 的 谱 密 度 函 数 
动态 测量 常 需 进行 频谱 分 析 , 以 了 解 动 态 信 号 (包括 被 测 参 数 ,测量 误差 等 ) 中 各 种 频率 成 
分 和 频率 分 布 情况 ,以 便 进行 误差 分 析 和 提高 测量 精度 ,还 可 对 被 测 参 数 进行 分 析 , 从 中 得 出 
有 益 的 结论 ,并 为 测量 装置 (系统 ) 的 动态 特性 分 析 提 供 依据 。 
为 了 说 明 随 机 郴 数 的 频谱 概念 ,我 们 先 来 看 非 随机 函数 。 大 家 知道 ,一 个 非 随 胡 的 周期 函 
数 ,其 中 各 和 谐 波 分 量 可 用 傅立叶 级 数 展开 。 如 图 10 一 5(a) 所 示 的 局 期 菌 数 ,时 域 是 以 振幅 - 
时 间 坐 标 表 示 的 。 图 10 一 5(b) 为 各 次 谐 滤 分量 ( 注 意 频率 坐标 让 ,可 用 谐 波 分 析 法 解 得 。 图 
10- 一 Stc) 妈 为 频谱 ,其 形式 为 离散 频谱 。 


本 寻 


ia) {ey 


对 非 周 期 的 确定 妆 数 ,要 用 傅立叶 积分 (傅立叶 级 教 的 极限 形式 ) 来 处 理 ,其 频谱 要 用 连续 
的 频谱“ 函 教 即 傅立叶 变换 来 表示 。 因 为 一 个 时 间 函 数 z(t) 的 傅立叶 变换 G(w), 即 为 该 时 间 
函数 的 频谱 画 教 , 它 是 一 个 复 函 数 , 既 包 括 幅 值 数 据 , 又 包括 相位 数据 , 雇 图 10 一 6(a) 所 示 阵 
态 指数 衰减 函数 为 例 , 即 


Ae “ft 六 人 0 
zt) = | :<0 
其 频谱 函数 Glw) 为 
G(w) = | ftyeierdt = > 和 = A(w) -iB(w) 


即 Alw) = 了 
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其 模 jG(w)|=V ATo) + Bo) -二 10) 
当中 =0 时 , 则 . 
| Gtw) {= a 
此 处 模 |G(w) | 表示 帆 值 ; 幅 角 p(w) 即 表示 相位 ; 
2 加 -ms 


16 to)l 
Aia 


Cby 


图 10 一 6 


对 随机 机 数 , 由 于 每 一 裁 口 都 有 一 组 随机 变量 ,其 振幅 和 相位 都 是 随机 的 ,所 以 也 不 能 用 
振幅 -频率 坐标 来 描述 频谱 。 但 对 平稳 随机 过 程 (其 自 相关 函数 为 一 元 函数 ) ,可 对 作为 时 间 
函数 的 自 相关 函数 Ka-(r) 取 伟 立 叶 变 次 ,来 求 疾 谱 函 数 S,(w), 即 谱 密 度 函 数 。 

ss(o) = 去 | Ke(r)ewdr| 
(10 一 14) 
“ K,(r) = | S, (Cw er dow 

式 (10 一 14) 即 著名 的 维 纳 一 辛 饮 {Wiener-Khintchine) 公 式 。 即 平稳 随机 村 程 的 谱 密 钳 匡 
数 与 该 过 程 的 自 相关 函数 互 为 傅立叶 变 换 。 

这 两 个 公式 具有 互相 “ 推 挽 "的 性 质 , 所 以 1/(2r) 有 的 书 上 是 放 在 第 二 式 求 Ke(z) 的 右 方 
积分 符号 之 前 ,也 有 的 在 两 式 各 放 一 个 - 方 - ,这 对 计算 结果 只 差 一 个 因子 ,不 影响 其 转换 夫 
律 。 - | ” ! 
由 于 平稳 过 程 的 自 相关 函数 是 偶 画 数 , 故 式 (10 一 14) 中 不 部 的 积分 值 为 稚 , 只 莘 有 实 部 ， 
因此 有 | 


S,(w) = 宙 K,(r)ccewrdr 


= | K,(r)coswrdr 
TKO 
《10 一 15) 


及 Ke(z) =| S-(o)oosurdo 


一 2 Se (ww) coswr dow 
0 


引用 频率 f 为 变量 , 则 又 有 
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$f) = 4 Klr)cos rf rdz] 


风 (10—16) 

及 Kr) = |] SCJ)cos2 rfrdf | 

如 已 知 自 相关 了 瀣 数 , 即 可 按 以 上 公式 求 谱 密度 明 数 ;反之 ,已 知 谱 密度 函数 ,也 可 求 自 相关 
国 数 。 

谱 密 度 画 数 为 实 偶 通 数 。 即 

So = Slw) 

且 S 《oj220 

S.(o) 的 图 形 对 称 于 维 轴 。 

当 r=0 时 ,由 式 (10-—15) 及 式 (10- 一 16) 有 

K(0) =D,=) sodo =2) So(o)do 
= zx S.(2xPar - 4 S,(2x /df (10—17) 


由 式 410 一 17 和 前 而 介绍 的 自 相 关 郑 数 的 加 法 定理 可 知 ,平稳 过 程 的 谱 密 度 与 方差 有 关 。 
一 定 频 域内 谱 密 度 S.Cw) 或 5,. 《2x 了 站) 的 积分 值 , 即 为 该 频 域 于 平稳 过 程 的 方差 分 量 ,因此 可 
用 方差 谱 来 描述 平稳 过 程 。 某 频率 上 的 方差 分 贡 大 , 则 说明 该 频率 成 分 在 过 程 中 的 强度 也 大 。 

图 10 一 7(a) 为 平稳 过 程 方差 分 量 的 直方 图 , 当 Aw0, 而 ww 一 吕 时 ,方差 直方 图 将 形成 如 
甸 10 一 7(b) 的 光滑 曲线 图 。 


| i 


图 10 一 7 


由 于 以 上 各 式 的 积分 限 有 双边 对 称 ( -02 与 + 0%) 
和 单 边 (0 与 o%) 两 种 形式 , 故 谱 密 度 或 方差 谱 也 有 单 
边 和 双边 之 分 。 图 10 一 8 中 以 Go) 表示 单 边 谱 密 
度 ,S,(w) 表 示 双 边 谱 密 度 。 冯 边 谱 密 度 的 图 形 是 对 
称 于 纵 轴 的 。 

例 10 一 3 已 知 某 平 稳 过 程 的 自 相 关 函 数 为 
K(r)=Ce tc 为 常数 ,>0)。 求 其 谱 密 度 函 数 。 

解 ; 根据 式 (10 一 15) 有 
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Sw) = i Ce "oos wrdr 
= 芒 (er + ew)dr 
oo 人 
x ol+w! 
K(r) 和 S,(w) 的 图 形 如 表 10 一 4 中 之 1 ,a 不 同 ,图 形 也 不 同 。 
- 当 &a 减 小 ,KK,(r) 将 随 工 的 延伸 而 减 小 ,但 减 小 的 速度 越 来 越 绥 慢 , 表 示 过 程 越 来 越 平 
缓 ,低频 成 分 占 主 导 地 位 。 当 a-*0 时 ,Ks(r)->C, 这 表示 过 程 前 后 接近 完全 相关 ,没有 波动 ， 
即 mw-"0, 此 时 谱 线 高 度 一 c ,其 图 形 如 表 10 一 4 中 之 3 。 这 种 特殊 频谱 可 用 5 爽 数 表示 ， 
S,(w) = C(tw)o 
当 &w 增 大 ,K,(r) 减 小 , 且 减 小 的 速度 越 来 越 快 ,这 表示 过 程 前 后 变化 剧 谎 ,相关 性 迅速 识 
弱 , 各 种 高 低频 成 分 都 起 作用 。 当 a 一 % 时 ,KK,(rt)-*0, 图 形 如 表 10 一 4 中 之 4。 这 种 由 各 种 
等 强度 频率 信和 号 组 成 的 随机 寺 程 , 称 为 “ 白 噪 音 ”, 这 是 异 喻 于 白光 是 由 各 种 等 强度 的 单 色光 
{上 壬 率 各 异 ) 氟 合 而 形成 的 。 ， 
于 协 4 下 (tf) 与 5,.{m) 对 照 惠 


t . de -e+ 
| Sew + woy] 


148 


四 、 各 态 历 经 随机 过 程 


平稳 随机 过 程 虽 比 非 平稳 随机 过 程 大 为 简化 ,但 计算 特征 最 , 仍 需 从 许多 样本 中 末 取 大 量 
的 数据 ,还 是 相当 麻烦 ,因此 有 必要 探索 进一步 简化 的 过 程 。 - 

如 果 一 个 随机 过 程 ,其 中 各 个 样本 的 均值 ( 指 在 一 
条 记录 曲线 上 取信 平均 ) 基 本 上 相同 ,每 个 样本 相对 均 
值 上 下 波动 的 平均 振幅 也 相近 ,而 在 采样 时 间 足 够 长 的 
条 件 下 ,这 种 等 同性 更 加 显著 。 这 样 ,就 可 取 任 一 样本 
函数 为 依据 ,来 计算 过 程 的 特征 量 。 这 种 性 质 , 叫 作 各 : 
态 历 经 性 ,具有 这 种 性 质 的 过 程 , 叫 作 者 态 历 经 随机 过 图 10_9 : 
程 ,如 图 10 一 9 所 示 , 其 主要 特征 量 的 计算 可 进一步 简 1: 
化 。 计 算 公式 如 下 : 1 

均值 为 


Tt 一 二 >)z 【10 一 18) 
式 中 ,n 是 在 一 个 样本 函数 (一 条 记录 曲线 )z (1) 上 的 采样 点 数 ,一 般 按 等 间距 At; 采集 数据 


Tio 


方差 为 


Dp.=0=—! Dz ~ me) (10—19) 
' F 


标准 自 相关 函数 为 1 
pt) = me) (rin -me) (10—20) 


式 中 ， mr 一 一 任意 相隔 为 = 的 两 点 处 的 函数 值 ; 
一 一 i 与 + 之 间 的 采样 点 数 。 

各 访 历经 过 程 是 平稳 过 程 的 一 种 特殊 情况 ,但 不 是 所 有 的 平稳 过 程 都 是 各 态 历 经 过 程 。 
一 个 随机 过 程 是 否 具 备 各 态 历 经 性 ,理论 上 的 判断 要 用 数学 上 的 各 态 历 经 定理 ,但 实际 上 很 难 
向 那样 复杂 的 计算 。 实 用 中 主要 是 根据 与 过 程 本 质 有 关 的 物理 知识 和 经 验 米 判断 。 

在 动态 测量 中 , 若 测量 条 件 很 稳定 , 则 随机 过 程 可 作为 各 态 历 经 过 程 来 处 理 。 如 测 揪 很 方 
便 , 也 可 测 出 多 个 样本 由 线 来 观察 分 析 ,并 作出 是 否 为 各 态 历经 过 程 的 判断 。 

还 可 以 证 明 (03) ,省 态 历经 过 程 的 充分 条 件 是 当 r 一 o 时 , 开 -(r) 一 0。 若 rco ,Kx(r) 
趋 近 某 一 常数 , 则 为 韭 各 态 历经 过 程 。 

例 10 一 403) 飞机 水 平 飞行 ,作用 在 飞机 上 的 垂直 负重 pp 在 200 s 时 间 内 每 隔 2s 记 录 一 
次 , 共 记录 100 次 ,数据 列 于 表 10 一 5, 考 起 负重 的 变化 属 各 态 历经 过 程 , 试 求 其 特征 量 。 

末 10 一 5 测量 数据 ， 


解 : 按 式 (10 一 18) 及 式 (10 一 19) 求 得 均值 和 方差 如 下 : 
ms = = 0.9%8 kN 


D, = 喜之 - mz)? = 0.104 SKY 


再 按 式 (10_20) 求 标准 自 相关 函数 pekz) 值 ,其 值 如 表 10--6 所 示 。 
圳 10 一 6 标准 自 相关 函数 书 : : 
«|: TT? 1+ |。 | : |»| a» 
a) 1 | om | om | om | om | -om | oo 
a | 1 om | om | om | om | on| Gos | om | 


按 所 列 p(t) 值 作 图 如 图 10 一 10 的 炭 线 ,根据 炭 线 的 形状 ,用 指数 函数 p:(r)=e "1" 涝 
近 该 虚线 ,用 景 小 二 乘法 确定 a=0.257。 
于 是 该 过 程 的 自 相 关 函 数 为 


pfr) = er02971 


对 照 表 10 一 4 ,可知 相 应 的 谱 密 度 函 数 为 
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0.257 


! a 二 
Sl(w) 二 rla? + wm) x(0.2572 十 w2) 


w 与 S.(w) 的 关系 见 表 10- 一 7。 
表 10 一 7 内 与 他 [由 ) 的 甘 系 


A | 0 | om [| os [In TT 1 
a | i | om | om | om | om 


Stm) 


1 


和 i 
图 110 一 10 图 10—11 


图 10 一 11 是 谱 密 度 函 数 的 曲线 ,由 曲线 可 见 ,这 是 一 个 低频 频谱。 

由 图 10 一 10 可 看 出 , 自 相关 函数 迅速 衰减 , 当 + 大 到 一 定 程度 时 ,KK.(r)->0, 故 满足 前 曾 
提 到 的 各 态 历 经 过 程 的 充分 条 件 。 因 此 ,开始 设 定 本 例 为 各 态 历经 过 程 是 正确 的 。 实 践 证 明 ， 
工程 应 用 上 ,大 多 数 平稳 随机 过 程 都 具有 各 态 历 经 性 。 


五 、 非 平稳 过 程 的 平稳 化 处 理 


有 些 非 平稳 随机 过 程 ,实际 上 是 一 个 平稳 过 程 再 加 上 某 一 非 平稳 因素 而 形成 的 。 如 果 能 
把 非 平稳 因素 分 离 出 来 (另行 处 理 ), 则 过 程 仍 属 平稳 过 程 ,处 理 起 来 也 就 简便 得 多 。 
图 10 一 21 左 方 所 示 的 y(t), 即 为 典型 的 可 分 离 的 非 平 稳 过 程 。 它 们 都 可 分 离 为 一 平稳 
过 程 x(z) 和 另 一 不 是 常数 的 均值 函数 mx,(t)=g(z)。 邵 
yt) = Tt) + g(t) ， 
分 离 8{z) 的 常用 方法 如 下 
(1) 根据 一 个 样本 或 几 个 重 公 画 在 一 起 的 样本 ,和 赁 眼 力 估计 和 画 出 &( 区 的 阵 数 曲线 。 这 
种 方法 的 精确 程度 与 经 验 有 关 , 一 般 只 用 作 粗 咯 的 简单 估计 。 . 
(2) 按 许 多 等 间距 的 截 口 :: 上 的 取 值 ,计算 各 样本 的 均值 mx (zt;), 再 对 均值 的 离散 数据 
用 回归 方法 求 出 g(z) 的 前 数 式 ,或 再 据 以 画 出 曲线 。 
(3) 用 低 通 水 波 器 滤 去 高 频 成 分 * 即 可 分 离 出 低频 的 g(t) 成 分 ,再 将 g(z) 曲 线 记 录 下 
来 。 
化 为 平稳 过 程 z{2) 的 非 平稳 过 程 y(:) 更 一 般 的 函数 式 可 写成 : 
y(t) = Fi) x(t) + g(r) (107-21) 
式 中 ,fF(2) 与 g(2) 均 为 非 随机 的 实 沙 数 或 常数 。 | 
由 前 击 式 (10 一 12) 知 ,y(z) 的 均值 my 人 t), 方 盖 cy 和 自 相 关 画 数 Ky(t,t+zr) 可 评 算 如 
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人 


10—12 
下 : 
mytt) = flt)m, + g(t) (10—22) 
D, = 0 = f(tIK(O) (10—23) 
K(f,t tr) = fF + r)K,(r) (10—24) 
这 样 , 先 计算 sm, ,KK.(0) 和 K.(r), 再 按 以 上 各 式 求 m,(t),DD, 和 天 (zt+zr) 就 方便 多 
了 。 


10 一 4 平稳 过 程 的 谱 估计 


谱 估 计 是 平稳 过 程 (包括 动态 测量 ) 数 据 处 理 的 重要 内 容 之 一 。 平 稳 过 程 的 谱 估计 ,主要 
有 以 下 两 种 方法 。 
、 癌 接 按 自 相 关 函 数 求 谱 密度 函数 


这 种 方法 是 先 求 出 自 相关 函数 ,再 按 上 面 式 (10 一 14), (10 一 15)， (10 16) 或 (10 一 17) 求 
谱 密 度 了 质数 。 

为 求 自 相关 沙 数 ,首先 要 对 NN 个 样本 在 x 个 截 口 上 离散 采样 ,得 出 NX n 个 数据 ,如 前 面 
表 10 一 1 所 列 。 若 样本 的 取样 长 度 为 T, 则 截 口 间距 4 = T/An。 理 论 及 实 厂 证 明 ,A4 应 取 为 


A<a (10—45) 
即 及 < 去 (10—26) 
式 中 ,所 为 过 程 z(z) 中 的 最 高 频率 成 分 ,要 由 具体 问题 的 物理 性 质 或 从 记录 由 线 上 估计 ;小 


称 为 泰 村 斯 特 (Nyquist) 频 率 , 实 用 中 可 取 4= 字 或 更 小 一 些 。 4 取得 过 小 ,运算 量 增 大 ,但 


实用 效果 提高 得 很 有 限 ;A 取得 过 大 ,将 扳 失 信息， 还 会 产生 所 谓 频率 混 生 现象 “， 使 谱 密 度 
图 形 发 生 畸 变 , 以 独得 不 出 正确 的 结果 来 。 
在 计算 出 各 裁 口 的 均值 和 方差 后 , 即 可 按 式 (10-~12) 和 式 (10 一 13) 求 自 相关 函数 值 。 对 
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中 心 化 后 (ms =0) 的 平稳 过 穆 , 式 (10-12) 和 式 (10 一 13) 可 简化 为 以 下 形式 : 
K,(r) = DC) (2 + 5)) (10—27) 


对 得 出 的 一 系列 离散 的 自 相关 函数 值 进行 间 归 处 至， 近似 地 了 到 作 博 立 时 变换 的 十 数 式 ,再 
通过 傅立叶 变换 可 以 求 得 谱 密 度 函 数 。 对 一 些 常 见 的 典型 随机 过 程 的 自 相 关 函 数 和 谱 密 度 函 
数 ,可 对 照 查 表 得 出 ,其 中 一 部 分 如 表 10 一 4 所 列 。 

也 可 根据 对 自 相 关 函 数 的 元 散 值 RR, 作 离 散 傅立叶 变换 {DFT) ,以 得 出 谱 密 度 函 数 
S.(w) ,对 应 式 {10 一 15) 至 (10 一 17) 有 

S,(w) = 工艺 Re i(2rkr/e) . {10—28) 
式 中 ,k=0,1,2,"…,n 一 1。 

全 Cl0 28) 只 是 计算 席 密 度 的 原始 公式 ， 实际 计算 时 还 要 作 一 系列 平滑 处 理 ， 提高 
确 程度 。 有 关 现代 谱 分 析 方 法 的 内 容 , 读 者 可 以 参阅 有 关 专 著 !0D10240 。 

由 以 上 初步 介绍 可 知 , 由 自 相 关 孙 数 求 诺 密 度 , 当 样本 数 N 肥 所 取 截 口 数 x 很 大 时 ， 计算 ， 
将 很 复杂 ,而 且 精 朗 不 高 。 但 在 20 世纪 60 年 代 后 期 以 前 ， 大 全 相让 
1965 年 出 现 快速 傅立叶 变换 (FEFT) 的 计算 机 算法 以 后 ,情况 有 了 很 大 变化 , 它 可 直接 从 原始 
样本 xfty 的 时 间 序 列 值 计算 谱 密 度 ,而且 速度 快 ,效果 好 。 这 样 ,就 不 必 先 求 自 相 关 冰 向 ,再 
求 谱 密度 了 。 


二 、 直 接 按 样本 zx(z) 的 采样 数据 估计 频谱 


1. 概 述 
对 平稳 过 程 , 自 相关 函数 为 
K{(r) = Elzx(i)zx(t + 5)) 


如 时 间 区 间 取 ( 工 ,) 的 形式 ; 当 下 足够 长 乃至 趋向 oo 时 ,Ks(r) 可 写成 
Ke = lim 站/ (z(t+ rd: 
于 是 按 式 (10 一 14) 有 
S.(w) | lim im 二 | z(t)x(t + r)dt | esdr 


= lim sd) ,zz + treottitn -tdqrdr 


Tm 


T . 了 。 
= lim im | z(t)erds] 了 (十 re dt 十 工 ) 


= lim im 二 [z(iw)z(- iw )] 


= lim 4 | zliw) |? | (10—29) 
Tm dT 
根据 南西 对 1A2"》 了 
S.(w) = lim na 5 rt{iw) 12 {10—30} 


这 说 明 谱 密 度 函 数 S,(w) 与 平稳 过 程 z(t) 的 情 立 叶 变 换 x(iw) 之 间 存 在 有 一 定 的 关系 。 
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实用 中 ,我 们 可 对 ztz) 在 足够 长 的 时 间 范 围 内 的 有 限 个 高 散 值 z, (时 间 序 列 ) 取 离散 下 
立时 变换 ,来 计算 频谱 X ,XX 为 原始 数据 (r=0,1,2,…，n -1 的 离散 傅立叶 变换 ;k 为 二 
立 叶 变换 的 谐 波 级 次 (=00， 1 2 一直)。 

六 的 表达 式 为 - 


X= Lore | (10—31y 
r=0 ， 
式 (10- 一 30) 及 (10 一 31) 为 按 样 本 x(1) 的 采样 数据 直接 估计 频谱 的 不 始 计 算式 。. 


2. 快速 傅立叶 变换 的 基本 原理 (77) 
快速 傅立叶 变换 (FFT) 是 一 种 简捷 的 计算 离散 傅立叶 变换 的 计算 机 算法 , 它 对 按 样 本 


zi) 的 原始 数据 直接 计算 频谱 有 很 大 的 推动 作用 。 
设 一 有 限 的 数据 序列 z,(r=0,1,2,…,n -1), 它 的 傅立叶 变换 如 式 (10 一 31)。 
按 常规 计算 ,对 n 个 z, 中 的 每 一 个 ,都 要 作 nn 次 zx, 导 以 e i" 人 的 运算 , 即 总 共 要 作 
n? 次 复杂 的 乘法 运算 。 而 采用 FET 则 可 使 运算 次 数 大 大 减少 。 
采用 FFT 计算 ,时 样 数据 的 数 提 应 取 n=22,p 为 正 整 数 看 次 。 将 原 系 列 工 , 按 奇 人 顺序 


分 成 两 个 相等 的 系列 y, 与 ,使 Yr L222r+r1(r = 0,1 ;2 “” ,过 -1), 如 图 10—13 新 
示 , 其 离散 依 立 叶 变 换 为 : 


Y= 2mwe' 光 (10 一 如 ) 
上 二 心 
可 1 2 3 
x 本 
9 
XB 
Xs 
l= 2 ze = xi Zl1= 3 
Po = ya 1 让 TI= 7 
7 3 = za 
图 10 一 13 
-1 
Zh = ee :性 (10-—33) 


式 中 ,k=0,1,2,…, 了 3 一 1。 
将 式 (10 一 31) 的 奇数 项 和 侦 数 项 分 开 写 成 以 下 形式 。 即 


A-1 地 -1 
[人 re + re ] 
= r= 详 


兰 -1 2 


2 2 
= i ae] 
=4[Y + ) (10—34) 
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式 (10-~-34) 是 FFT 的 关键 所 在 。 
由 于 采样 数据 的 数目 是 2?, 故 可 用 同样 的 方法 将 两 个 半 序 列 再 分 为 4 个 ,8 个 ……, 直 至 
22 个 最 简单 的 序列 , 即 每 个 序列 具有 一 项 为 止 。 


式 (10 一 34) 只 能 计算 上 在 0 一 六 一 1 之 间 的 下 值 , 但 考虑 到 导出 离散 傅立叶 变换 公式 时 
所 设 定 的 原始 数据 的 周期 性 ,从 而 有 


Yi = 和 狼 
及 = (10—35) 
于 是 全 面 的 计算 公式 为 ; 
当 k=0,1,2,…,7 -1 时 
X= (Yt) (10—36) 
当天 = 仿生 +19a- 工 时 
XX = 3( 和 -+ ce (10-—37) 
如 果 设 定 玉 只 从 人 0 变 到 谊 ; 则 式 (10- 一 37) 可 写成 
2 二 昌 ) 
[Ye 
由 于 e- 让 = 一 1, 故 上 式 可 简化 为 
Xi = [YY -er 全 7 ] (10—38) 
设 W=e- 膏 
则 式 (10 一 37) 和 式 (10 一 38) 可 写成 
X= [Ys + WZ, ] 
《10--39) 


式 中 ,k=0,1,2,-… -六 一 1。 

这 样 计算 ,就 不 用 n? 次 乘法 运算 ,而 只 要 nlogyn 次 就 金 了 ,运算 次 数 可 减 小 avlogasn 倍 ， 
数据 序列 越 长 (2 越 大 ) ,其 提高 效率 的 效果 就 越 显著 ,许多 计算 机 都 配置 有 FET 计算 的 软件 。 

以 下 用 一 个 最 简单 的 4 项 序列 |z, | 说明 用 FFT 算 法 的 逻辑 步骤 。 

先 将 iz,i4 项 序列 分 成 图 10-…14 中 所 示 的 子 序列 ,直到 每 个 “四 分 之 一 "序列 只 有 一 项 为 
止 。 妈 | 

KX; = 15,, e it2xbn) = zo,( 当 n=1,r= 0 及 = 0)o 
上 式 说 明 单 项 序列 的 DET 等 于 该 项 自身 。 然后 按 图 10 一 14 的 下 半 部 ,分 两 步 将 各 单项 


的 DFT 进行 组 合 , 就 可 以 得 出 原始 序列 的 DFT。 由 图 示 可 见 , 各 单项 序列 的 DFT 分 别 为 
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{= 区 


一 、 r=0,1,2,3 | 
| 过 估 时 间 
分 开 


{y, } = Kor Ky {2,} =X, p =0, | 


{ =x {1} = {u, }=%, {vy, }=%, r=0 
单项 序列 的 
DFT 是 该 项 
自身 
{5$,) = 加 { 和 一 { } =x, {Fp.} = 10 
T 7 下 一 带 步 组 合 被 分 
{Th} {2,} f=0,1 成 序列 的 DFT 
以 构成 原始 序 
刻 的 DFT 
{YX.} x= 0, 1,2,3 
图 i014 
Xo x | 3 1 
单项 序列 的 DFT 
—il 一 1 
2%, 2Y, 2 22, 
二 项 序列 的 DFT 
四 项 上 序列 的 PDFT 


图 0 一 15 


[S| = x0, {Ti} =x2, | Ut = x1 {Vil = x 
再 按 式 (10 一 32),(10 一 33) 组 会 得 出 Y, 各。 由 于 此 时 # 这 =1,W= en) = = 
一 1, 故 


Yo = 二 (za + x2) 20 = 六 (zi 十 了 3 
{10—40) 


YX1 = 去 (zxo — x2) Z1 = 二 (zi — x3) 
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再 一 次 按 式 (10 一 31) 组 全 ,此 时 “=4, 印 =eira=e ir2= 一 7 ,因此 ,得 


Xo= 卫 (zo+za+zl+z3) 


Xi =izo~ za- i(z1— za)| 
] (10—41) 
X2= rot x2 (ri+t za)| 


Xs lzo~ rai(z1- zx) 

参照 式 (10 一 31) 给 出 的 和 定义 ,不 难 验证 ， 上 式 即 为 把 [zx } 的 4 个 值 代 大 式 (10--31) 所 
得 的 结果 。 

上 述 组 合 单项 DFT 以 求 取 原 始 序 列 的 DFT 的 步 民 还 可 用 " 蝶 形 图 ”来 表示 ,如 图 10 一 15 
所 示 。 图 中 上 上 面 两 个 “ 姗 电 " 代 表 式 (10--40) , 它 表明 4 个 单项 DFTzo,ziyz2yz3 产生 | 了 与 
[2 。 蝴 时 上 每 个 节点 生 表 一 个 变量 ,指向 这 个 节点 的 箭头 就 表示 组 成 该 变量 的 分 量 , 一 般 
分 量 都 是 相 加 而 组 成 该 变量 ,有 时 在 靠近 箭头 处 标 有 一 个 因子 , 则 表示 相应 的 分 量 在 相机 前 先 
乘 以 该 因子 ,( 例 如 因子 为 -1 时 如 表示 相 减 )。 图 10 一 15 的 于 半 部 两 个 重 登 的 晓 蝶 即 表 示 按 
照 式 (10 一 41) 由 | 7 与 124 产 生 原始 序列 的 DFT| XX 上 |。 信 号 流程 图 的 这 种 应 用 ,将 十 分 有 
助 于 编写 适合 于 任意 长 度 诛 始 数 据 序列 的 FFT 算法 的 逻辑 步 双 和 程序 设计 流程 图 。 

3、 数值 算 例 

再 举 n=8; 即 n= = 点 [z;| 的 例子 ， 进一步 说 明基 数 2EFT 算法 的 步骤 及 其 所 需 处 理 的 
问题 。 通 常 多 用 较 直 观 的 流程 图 来 描述 其 计算 过 程 ,如 图 10 一 16 所 示 ,其 左 侧 3 列 结 点 及 连 
线 表示 n =8 点 序列 按 偶 、 坷 序数 两 步 均 分 的 结果 。 色 此 均 分 后 次 序 与 原 序数 不 同 , 常 移 为 乱 
序 。 均 分 后 第 三 列 的 诸 结 点 的 单 点 DFT 即 为 其 自身 。 其 右 傅 三 列表 示 三 步 按 式 (10 一 39) 进 
行 组 合 。 

本 例 中 x 二 2?=8, 即 户 =3。 将 单 因子 指标 和 上 分 别 用 3 个 因子 riyrayr3 和 上 1 有 ,Rs 
以 二 进 制 数 表示 为 

r=riX2+ro XxX2+t+r3= (ri,r2,rs) 
k= ksx22+ kx2 + Ri = (kk2,k1) 

上 列 各 个 因子 的 数值 仅 取 为 0 或 1, 它们 对 应 的 基 座 分 别 为 芝 ,21 和 239。 因此 ,由 式 (10 一 
31) 得 : 

nXi = Ss -i{2kr /in) 


即 8X(h)= 训 <(7)W*= 写 力 避 z rr 


式 中 [0 : Ww 一 WZ+ rx2+ ,jk + A X2+&|) 
= Wsrkak)rat (hos:0)} ra + (kD 0)r, 


注意 上 式 指 数 中 国 括 导 内 表示 的 是 一 个 二 进 制 数 。 
引入 符号 
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[0 LE 


， ， 了 本 ”姑妈 
四 D> ， | 
: 一 一 一 XX / 
i 
x 奇 \ LA 、 ， f 
”1 玉生 
2 “ 一 全 人、 rn 
和 ‘Wl : WE nx | 
图 111016 
XO (ri rs 73)= Tr rz 73) 
zh,r2 73) = Dr ra ra) Wn | 
: (10—42) 


Xk ka r3)= BzV hr 73) Wha 
zO (hiska hs)= Deo (hy kar3) Ws 
代入 前 式 可 得 
n° XE) = n, K(kas ka ki) = zk, ka, Rs) 
为 看 请 FFT 的 计算 过 程 , 今 设 已 知 时 间 序 列 |z, | 为 Y0yzlyz2yz3i24 526 TIT: 分 步 说 
明 用 FET 算法 求 X(E)。 另 写 时 间 序 列 {xr} 如 下 : 
Treot0,0,0) = xo 
X00,0,1) = x1 
zt00O,1,07 = x2 
zr (0,1,1) = x3 
OO(1,0,0) = za 
Of1.0,1) = zs 
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ZO(1,1,0) = x | 
zr0(1,1,1) = 了 
第 一 步 , 由 式 (10 一 42) 


1 
XR rzyr3) = rr sr 3) Wk 
n= : 


=x0 (00, rasr3) + roo 1, rasr3) Wk,0) 
详细 写 为 
. zt0(0,0,0) = 50(0,0,0) + x 0 (1,0,0) 
zxW(0,0,10)=z0(0,0,1) + x 0(1,0,1) 
zt0f0.1,0)= x 0(0,1,0)+ x0(0,1,0) 
TO DD)= 7rO00,1,1)+ zr 0 (1,1,1) 
x V1,0,0) = TO0,0,0)+ 0 人 1 ,007 证 (0.0) 
x0(1,0,1)=x0(0,0,1) + x0(1,0,1) Wo00) 
ZW(1,1,0)=z0(0,1,0)+ x0(1,1,0) W100) 


TH (1,1,1)=z000,1,D) + zt0(,1,1) WH00) 


上 1 一 


第 二 步 : 
ORs, kya) = dl) (Dr 
评 1+ 2173)= 2 (Ri ra2yr3) W 2 
=zD (R00 ra) + rk, , ra) Wt 
详细 写 为 
当 he 0) 00,0) + #0,1,0) 
0(z0(0,0,1) =zD(0,0,1) + x (0,1,1) 
mc To 00) We 


下 

pl Z 人 (0,1,1)= 7 (0,0,D) + x V0,1,1) Wh00 

1=1 fx,0,0)= x (0,0,0) + x 01,1,0) WD 

NE 

ee . 
z 


k 
k 
天 
k=122(0,1,1)=zD(1,0,D)+ zn(0,1, DW | 
第 三 步 : [| 
xr)(kL ,k2sk3) = DD 天， 3) Wrka hry ; 

"3 


=zxO (Rk,0) tO (Rr Ra 1) Wkah) : 
详细 写 为 . - 
£0,0,0)=z2(0,0,0) + x2(0,0,1) 
zV(0,0,1)= 2700,0,0) + x (0,0,1) WH00) 
zx)(0,1,0)= x0(0,1,0) + x2 0,1,1) WO 
ZV0,1,1)= x 0,1,0) + x2(0,1,1) Wt10) 
z3)(1,0,0)=z2(1,0,0)+ xO,0,1) WO 
+0(1,0,1)=z2(1,0,0)+ £2(1,0,1) WH.D 
ZO,1,0)= xz,1,0) + x1,1,1) WD 
zxH11 DD=x(, 0+ rH(,1, 1 WELD 
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第 四 步 : 除 8, 若 有 乱 序 情况 , 需 纽 正 乱 序 ( 倒 序 )。 
Xky, k2,k1) 三 TVR, ka, ka)/n 
即 X(0,0,0)=z(0,0,0)% 
X(0,0,1) = xz,0,0) 必 
X00,1,0)= x00,1,0) 
X(0,1,1)= zr 01,1,0) 
X{1,0,0) = x0(0,0,1)%8 
|X,0,1)= 0 01) 
X110)= zx)(0,1,1)8 
KX,1,1)= zz ,11) AN 
例 10 一 5 设 已 知 时 间 序 列 x0=1; 71=2, x2= 3, 753=4, ZX4— 5 rs=6,76=7, x7=8, 
求 谱 (8) ,k=0,1,2,… ,7 
解 : 本 计算 中 ,时 间 序列 数 nn 二 8, 将 周期 函数 We* 简写 成 WW 


We = 2 = cos(2r £) 一 isin(2x 生 ) 
当 上 上 二 0,1,2,…,7 时 ,可 得 


WwW?=1 
Wi W= 巡 (1 -5 
W2= Wi= -i 
Ws= W200 
而 Wi=~wW?= 
WS Ga 
WS= — Wi=: 
W’?=— -01+ 5) 
mi ,两 次 按 偶 奇 均 分 后 排列 ， 其 新 的 序号 ， 正好 为 愿 序列 序号 按 二 进 制 


000 001 010 011 100 101 110 111 
+ 
000 100 010 110 001 10 011 111 
故 可 得 第 阵 下 中 ,如 图 10 一 16 中 第 3 列 所 示 。 


D0,0) zol Nl 

zf 0,0) x4 5 
zt0,1,0) 元 2 3 

0) = ztof1,10)1 lzxel |7 
x001)i zl |2 
zO(1,0,1) xs 6 
TH,1,1) x3 4 


zx,1,1) X7 
160 


以 下 用 矩阵 进行 逐步 演算 ,计算 时 应 参阅 图 10--16 所 列 的 流程 ,并 应 注意 其 x+ 中 ,zr 中 是 
有 呈 二 进 制 数 倒 码 形式 进行 排列 的 , 故 各 节点 的 计算 中 ,例如 ,第 7 行 的 节点 ， 
X20,1,1)=x D0,0,D + zr (0,1,D Ww 
=zxD(0,0,1) — zd(0,1,1) 
第 4 行 的 节点 : 
nX(0,1,1)= zx)0,1,1)= £00,1,0) + x 1,1,1) Ww 
由 第 一 次 变换 可 得 和 ; 
+ (0,0,0) 
zd(0,0,1) 
ZK(0,1.0) 
xD = |z0(011 | _ 
zf1,0.07 
zr (1,0,1) 
zl,1,0) 
x D1,1,1) 
第 二 次 变换 可 得 下 2， 
zt(0.0,0) 
zf1.0.0) 
zf0,1,0) 
{2》 _- ze (1,0) _ 
00.0D| 一 
zl.0,1) 
xzD 0,1,1) 
zf1,1,1) 

第 三 次 变换 得 多 3)， 
(310.0,0) 
zG)(0.0,1) 
xzG(0,1,0) 

(3) 

a 
x HD(1,0,1) 
zt3(1,1,0) 
xz)(1,1,1) 

36 
—4+i(4+442) 
—4+i4 
—4—i(4—4*2) 
一 4 
—4+i(4—472) 
—4—i4 
—4—i(4+4Y2) 


一 
| 
让 


[一 
be 
人 
人 
下 
| 
人 
hn 
be 


之 


| 


名 


| 
忆 己 己 忆 局 已 产 


pp 
[ee 
[ms 
Le 
Le 
Dm 
| 
心 
| 
> 
| 
eh 


Lem = 
Soprocoprpe 
一 
OOOOoPOoOoOS 

| 
ScoOoor 
| 
cooocoNes 
性 
~ 
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以 n= 二 8 除 上 述 结果 , 妈 可 得 频谱 区 : 
即 X(0)= 4.5 

RX(1)=—-0.5+71.207 
Xt2)=-0.5+i0.5 - 
X(3)= -0.5+ i0.207 
X(4)=—-0.5 

RIS)=— 0.5+70.207 
X{6)=—-0.5—-1i0.5 
X(7)=—0. 5—171.207 

这 里 吉 说 明 ,时 间 序列 jx,| 经 FFT 运算 ,其 结果 序列 号 会 旺 二 进 制 数 的 倒 码 形式 排列 ,在 
本 例 中 , 因 已 将 Ko) 排列 成 例 码 形式 , 故 其 站 ,守候 就 猎 旦 顺 码 形式 排列 ;在 本 例 的 最 后 计 
算 频 谱 中 ,只 需 将 XG3) 除 8, 已 不 必 再 进行 倒序 处 理 了 。 

这 样 由 频谱 分 析 的 结果 ,就 可 以 了 解构 成 时 域 误 车 的 频率 情况 ,常数 项 (直流 分 量 ) 和 各 次 
谐 波 信号 的 强度 与 位 相 , 这 将 有 助 于 分 析 和 减弱 平稳 随机 过 程 的 误差 源 。 

硕 便 说 明 , 为 避免 繁琐 的 计算 ,这 里 仅 列 举 了 n =8 的 FFT 运算 例子 。 用 平稳 随机 过 程 
XX(z) 的 某 一 次 样本 x (2) 做 有 限 传 立 叶 变 换 得 出 的 天 ,实际 上 它 是 一 个 振幅 谱 , 当然 也 具有 有 
各 次 谐 波 的 相位 信息 ,但 它 还 不 是 谱 密 度 。 如 需 了 解 该 过 程 的 功率 谱 , 只 带 将 已 得 的 结果 ,在 
具备 相应 软件 的 计算 入 上 做 处 理 [ 参 阅 式 (10 一 30)] ,就 可 以 得 出 谱 密 度 , 同 时 也 可 以 输出 相应 
谱 密度 函数 的 图 形 。 : 


162 


囊 1 和 


， 由 . SB{i) = 去 ‘Cd 


条 2 + 芬 布 课 
p(t| 守 &) = 的 六 什 
(y; 自 由 度 和 


京 3 必 分 布 表 
p( 守 之 必 ) = = 的 姑 什 
(v: 自 由 朗 。 a; 置信 度 ) 


1 
2 
3 
十 
5 
6 
了 
8 
9 


ooo 
[| 


= 0.10 


1 
-2 
3 
EF 
5 
6 
7 
8 
9 
0 


Fr 
[a 


9 总 名， 关 电 器 仿 只 旺旺 区 及 


a 


和 
DR 皇 遇 咯 宕 由 


和 
品 


pela 
急 治 吕 


三 只 会 六 


二 


as 
网 雪 二 二 性 


bh 


Pm 
| 


PDNPO NDPNPDD 
外 总 录 关 六 


2 


EE 


NONE Doom on 


pb 


ty ty 


by 
- 


MNNOD 


通知 区 次 六 冰 忆 


Mio vb 


站 实 蕊 号 站 全 着实 全 里 


ho ko to ta ho 


(3 LDO 


蕊 包间 号 号 名 刘 殷 久 名 


MNODD 


Re 


-POD 
宕 如 辣 品 


咏 品 避 央 网 宏 家 册 关 总 


心 定员 


bipnpbhb'chbhb 


NNPPD 


六 名 闪 吕 号 号 冲 癌 名 


Lo 


忌 员 总 局 民 器 岂 实 


本 


i 


” 
[| 


囊 4 了 了 分布 琳 (3) 


，4.02 
,3.83 


3.65 
了 各 


站 二 用 .0 


3.70 
.51 
3.34 
3.17 
3.02 


参考 文 献 


[1] 张 世 禾 编 著 . 测量 误差 及 数据 处 理 ， 北京 ;科学 出 版 社 ,1979 

[2] 肖 明 炮 著 ,误差 理论 与 应 用 . 北京 :中 国 计 量 出 版 社 ,1985 

[3] 张 世 英 、 刘 智敏 编著 . 测量 实 戚 与 数据 处 理 , 北京 :科学 出 版 社 ,1977 

[4] 费 业 素 主编 ， 误差 理论 与 数据 处 理 (第 4 版 ). 北京 :机 械 工 业 出 版 社 ,2000 

[5] 多 南星 编著 ， 测 量 误差 及 数据 处 理 . 北京 :中 国 计 量 出 版 社 ,1984 

[6] 张 启 人 著 . 测定 值 计算 基础 . 北京 ;科学 出 版 社 ,1965 

{7] 冯 师 颜 编 ,误差 理 论 与 实验 数据 处 理 ， 北京 :科学 出 版 社 ,1964 

[8] 中 国 科学 院 数 学 研究 所 数理 统计 组 编 . 回归 分 桥 方法 . 北京 :科学 出 版 社 ,1975 

[9] 上 海 师 范 大 学 概率 统计 组 编 . 回归 分 析 及 其 实验 设计 . 上 海 : 上 海 教育 出 版 社 ,1978 

[10} 复归 大 学 . 概率 论 与 数理 统计 . 上 海 : 上 海 科 技 出 版 社 ,1978 

[11] 浙江 大 学 . 氢 率 论 与 数理 统计 , 北京 :人 民 教 育 出 版 社 ,1979 

[12] 梁 赔 文 主编 . 几何 量 实 用 测试 手册 . 北京 :机 械 工业 出 版 社 ,1985 

[13] [ 苏 ]E.C. 温 特 切 勒 著 ， 崔 明 奇 等 译 ,概率 论 . 上 海 :上 海 科技 出 版 社 ,1961 

[14] { 苏 ]HI. 了 H. 希 洛 去 著 . 朱 新 美 等 译 . 最 小 二 乘法 ,北京 :测绘 出 版 社 ,1959 

[15] M.®, MasmkoB, Ochoaer Merponorna, KowvepnpnGop 1944 

[16] B.II.Koporkos nm B.A.Taiir, DeHoBtr Merporora FE Tougocrs MexaHusMog TipHbopoa，- 
Marrmas,1961 

[17] [ 英 ]D.E, 纽 兰 著 . 方 同等 译 . 随机 振动 与 谱 分 析 概 论 , 北京 ;机械 工业 出 版 社 ,1980 

[18][ 美 了 .$. 贝 达 特 .A.G. 皮尔 索 著 ， 闭 福 根 译 . 随机 数据 分 析 方法 . 北京 ;国防 工业 出 版 
社 ,1976 

[19] [瑞典 ]H. 克拉 美 著 ， 魏 宗 舒 等 译 ， 统计 学 数学 方法 ， 上 海 : 上 上 海 科技 出 版 社 ， 1966 

[20] Chaitterjee Samprit and Price Bertran, Regression by Example, New York, Wiley, 1977 

[21] ( 美 ]E.G. 布 赖 姆 著 ， 柳 群 译 . 快速 伟 里 叶 变换 . 上 海 ,上海 科技 出 版 社 ,1979 

[22] 国家 质量 技术 监督 局 计量 司 组 编 ， 通 用 计量 术语 及 定义 解释 . 北京 ,中 国 计 量 出 版 社 ， 
2001 

[23] 国家 质量 技术 监督 局 计量 司 组 编 ,测量 不 确定 度 评定 与 表示 指南 北京 :中 国 计 晤 出 版 
社 ,2000 

[24] 林 洗 桦 编著 . 动态 测试 数据 处 理 . 北京 : .北京 理工 大 学 出 版 社 ， 1995 ， 


167 


